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INTRODUCTION 


Calculer sur les concepts de la géométrie selon 
les règles d’une algèbre a été depuis longtemps le 
but des recherches de nombreux mathématiciens, 
comme Leïibnitz qui en rêva ou comme Carnot qui 
s’y essaya. Toutefois, les premières constructions 
systématiques et d’une réelle importance furent 
lœuvre, d’une part, de l’Irlandais W. R. Hamilton 
(1805-1865) qui créa les quaternions en s’efforçant 
de généraliser à l’espace les nombres complexes, ce 
qui exige l'abandon de la commutativité pour le 
produit, et, d’autre part, de l’Allemand H. Grass- 
mann (1809-1877) qui, vers 1844, définit les pro- 
duits extérieurs puis intérieurs des multivecteurs. 
Ce fut l'Anglais W. K. Clifford (1845-1879) qui 
unifia en 1878 ces deux points de vue dans une 
même algèbre, incluant également le calcul vectoriel 
ordinaire dans l’espace à trois dimensions mis au 
point par l’Américain J. W. Gibbs (1839-1903), 
mais il fallut attendre 1930 pour que cette algèbre, 
essentiellement de création anglo-saxonne, eût d’im- 
portantes applications physiques qui rendent au- 
jourd’hui nécessaire un exposé d’ensemble mathé- 
matiquement correct. 

La construction de cette algèbre suppose donné 
un espace vectoriel E, à n dimensions sur le corps 
des réels et une forme quadratique sur E,. Ceci 
étant, on définit le produit intérieur de deux vec- 
teurs comme étant égal à la forme bilinéaire symé- 
trique associée que l’on note a.b ou b.a, tandis que 
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le produit extérieur ou bivecteur est noté a À b et 
représente, si a et b ne sont pas colinéaires, la surface 
plane orientée définie par les deux vecteurs a et b, 
de telle sorte que ce bivecteur est complètement 
déterminé par la donnée de a et de b. Sa grandeur 
est égale à la surface du parallélogramme défini par a 
et b tandis que sa direction est définie par le plan 
des deux vecteurs & et b. Ce bivecteur a À b est 
antisymétrique, c’est-à-dire que b À «a est opposé 
à a À b, ce que l’on écrira : 


anb=—bna. 


Il est maintenant possible de définir la multipli- 
cation de Clifford de a et de b que l’on notera par 
simple juxtaposition en écrivant : 

ab = a.b + a À b, 


le produit ab étant en général non commutatif 
puisque : 
ba = a.b — a À b, 


mais il est associatif dès que le nombre des vecteurs 
du produit dépasse deux. Un scalaire est appelé 
o-vecteur et, plus généralement, le produit extérieur 
de p vecteurs &,, Gp; ...; &y est appelé p-vecteur et 
noté : 


GAGA:.. At (pP<n) 


et il représente le volume orienté de ces p vecteurs. 
Il est totalement antisymétrique, c’est-à-dire qu'il 
change de signe si l’on permute deux vecteurs consé- 
cutifs quelconques et il possède C? composantes, 
C? désignant le nombre total des combinaisons de 
p éléments choisis parmi n éléments. On définit en 
outre le produit intérieur d’un vecteur et d’un 
p-vecteur, de telle sorte que l’on pourra, de proche 
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en proche, définir le produit de Clifford d’un nombre 
quelconque de vecteurs et un tel produit sera une 
somme de p-vecteurs avec p —0,1,2,...,n. Comme 
un p-vecteur a C? composantes, il est un élément 
d’un espace vectoriel à C? dimensions et un produit 
de vecteurs en nombre quelconque sera donc un 
élément d’un espace vectoriel à 


C+HC+...+C+...+C—2" 


dimensions, somme directe de n + 1 sous-espaces 
vectoriels. On dira qu’un élément de cet espace 
noté , est un c-nombre ou nombre de Clifford. 

Ce rapide survol de l’algèbre vectorielle permet 
une approche intuitive du problème, mais il implique 
des précisions qui seront fournies ultérieurement. La 
signification géométrique et physique de cette al- 
gèbre conduit à de nombreuses applications, telles 
que rotations et inversion de la géométrie, électro- 
magnétisme et équations de Lorentz pour l’électron, 
rotations de Lorentz et relativité restreinte et, 
encore, équation de Dirac que l’on écrira sous une 
forme très suggestive permettant une étude plus 
élégante de la théorie. 

Cependant l’algèbre vectorielle est mieux qu’une 
nouvelle écriture de résultats connus car, même en 
théorie de Dirac, elle facilite la découverte de pro- 
priétés qui n’ont pas été formulées à l’aide de l’al- 
gèbre des matrices, mais elle va ensuite plus loin 
puisque seule elle permet d’écrire une équation rela- 
tiviste du nucléon dont la fonction d’onde ne peut 
s'exprimer avec un spineur par suite de l’existence 
du champ pionique. Ainsi le lecteur pourra constater 
que la fonction d’onde des particules élémentaires 
ne nécessite pour exister utilement ni les matrices 
ni les espaces vectoriels hermitiens, mais seulement 
les produits de vecteurs dans l’espace-temps réel si 
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bien qu’il n’est pas nécessaire de construire l’isospin 
dans un espace abstrait mais, plus concrètement, de 
le déduire du spin par rotations ou homothétie- 
rotations dans l’espace propre de la particule, ce qui 
met en relation la charge avec les composantes du 
champ pionique et ces résultats, qui ne sont pos- 
sibles qu’en algèbre vectorielle, constituent du seul 
point de vue de la théorie de la connaissance un 
substantiel progrès. 

Ainsi, on ne peut donc utiliser indifféremment les 
diverses méthodes mathématiques car elles ne sont 
pas toutes équivalentes dans leurs relations avec le 
réel. Or l’enseignement français a peu de goût 
actuellement pour les représentations trop concrètes, 
jugées peu adéquates, et l’on doit certes déceler 
l’origine de cette orientation dans l’envahissement 
de la physique moderne par les espaces abstraïts ou 
dans la mathématisation de disciplines nouvelles 
très conceptuelles, mais on peut aussi se référer à 
une très ancienne tradition cartésienne d’analyse 
qui fragmente la réalité pour la mieux appréhender, 
qui dissèque l’objet pour chercher la raison ultime 
des lois dans le détail des parties au détriment d’une 
étude plus synthétique où moins disjonctive si bien 
que, d’une certaine façon, ce petit livre engage le 
lecteur sur des chemins nouveaux. 


CHAPITRE PREMIER 
L’ALGÈBRE DE CLIFFORD 


Nous développons cette algèbre sur le corps des 
réels dans l’espace vectoriel Ë, de dimension n, en 
général sans référence particulière à une base, afin 
de rendre plus claires les règles de calcul. 

Les vecteurs de E, sont désignés par les let- 
tres a, b, c.. et les produits de vecteurs en nombre 
quelconque par les majuscules À, B, C.. Nous 
supposons : 


19 Que les À, B, C... sont eux-mêmes éléments 
d’un espace vectoriel réel &, si bien que : 


A+LB—=B+A 
(A+B)+C—A+(B+0 
et, le vecteur nul étant représenté par 0 : 
A+L0—=0+A=A. 
D'autre part, les X et les 1 étant des réels : 
(À + pu) À = XA + uA 
A(A + B) = A +2B 
A(&A) =(w)A, 
avec en outre 1 comme élément neutre de la mul- 
tiplication. 


Il s'ensuit que AA —0 implique À — 0, soit 
À = 0. 
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20 Le produit ab est encore un élément de ®, et 
la multiplication est associative et distributive, 
c’est-à-dire que : 

(AB) G — A(BC) 
(A + B) C — AC + BC 
C(A + B) = CA + CB. 


39 Les scalaires réels À qui sont des éléments de #, 
commutent avec les vecteurs, c’est-à-dire que : 


AA = AX. 


40 Poura et b de E, , ab est scalaire si et seulement 
si a et b sont colinéaires. 

On appelle alors c-nombre ou nombre de Clifford 
un élément de &,. La question se pose évidemment 
de montrer qu’il existe des E, dont les éléments 
vérifient ces propriétés. Pour ce faire nous utiliserons 
une représentation matricielle des vecteurs dans les 
espaces euclidiens où n < 3 et dans l’espace-temps 
de la relativité, ce qui permettra de définir le produit 
de deux vecteurs comme produit de deux matrices, tous 
les axiomes précédents étant manifestement vérifiés. 


CuapiTre Il 


PRODUITS INTÉRIEURS 
ET EXTÉRIEURS 


I. — Produit intérieur de deux vecteurs 


Soit une forme quadratique a? pour un vecteur a 
quelconque de E,. De : 


(a + 6) = à? + ab + ba + 6? 


on déduit ab + ba = (a + b}? — a? 
scalaire, et l’on pose : 


a.b = Y(ab + ba) fi] 


b? qui est 


en appelant a.b le produit intérieur des vecteurs a 
et b. 

On voit immédiatement que a.a— «a? et que 
a.b = b.a. Lorsque la forme quadratique est définie 
positive, c’est-à-dire lorsque a? est positif et nul 
seulement pour a—0, le produit intérieur est 
appelé produit scalaire dans ce cas particulier. 

Lorsque a.b— 0, ce qui implique ab + ba = 0 
et réciproquement, a et b sont dits conjugués par 
rapport à la forme quadratique ou, encore, ortho- 
gonaux. Enfin, on verra que &.b appartient comme 
scalaire à l’espace Ÿ,, associé à E, et dont la 
structure sera précisée ultérieurement, 
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II. — Produit extérieur de deux vecteurs 


De l'identité évidente 
ab = X(ab + ba) + 4(ab — ba) 21 
on déduit, puisque ab est supposé défini, la défini- 
tion de 4(ab— ba) que l’on note a À b et que l’on 
appelle produit extérieur de a et de b. L'identité 21 
s’écrit donc : 


ab = a.b + a À b. 


On voit immédiatement que : 
baa——anb, 


ce qui prouve que le produit extérieur est alterné, 
c’est-à-dire qu’il change de signe lorsque l’on per- 
mute ses deux éléments. 

De plus, a À b — 0 implique ab — ba, ce quiest 
vérifié si a et b sont colinéaires (b — Aa avec À sca- 
laire réel). Cette condition suffisante est aussi néces- 
saire car, si a À b — 0, ab est scalaire et, en vertu 
du quatrième axiome, a et b sont colinéaires. 

Géométriquement a À b définit l’aire orientée du 
parallélogramme construit avec les vecteurs a et b 
comme côtés. 


III. — Produits extérieurs et intérieurs 


19 Supposons défini dans un espace vectoriel 
noté #, le produit extérieur À, de p vecteurs a, 
da, ide BE, donnés dans cet ordre avec 
2<p<n. On écrit : 


A, = GA GA. À Eye 


Nous pouvons alors définir le produit intérieur 
d’un vecteur « de E, avec A, en posant : 


2 TT 
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D 
a.À, = Ë (— 1) #1(a.a) a À ... 


k=1 
À Gi À GA ce AG [3] 


le second membre étant défini puisque les produits 
extérieurs de p — 1 vecteurs sont supposés définis 
dans un espace vectoriel. 

Nous définissons également AÀ,.a en posant : 


A,.a=(—1)-ta.A, [4] 
On peut alors définir a À À, et À, À a en posant : 
aÂ, = a.A,+anA, [5] 
A,a=A,.a+A,Aa [6] 


avec A,Aa—=(—1l)aaA,, d'où l’on déduit : 
(— 1} A,a=—a.A,+anA,; 


d’où : 
2a n À, = aA, + (— 1) A,a [7] 
2a.A, — aÂ,—(—1) À,a [81 


ce qui est une nouvelle définition par récurrence des 
produits intérieur et extérieur. 


IV. — Associativité 


En utilisant [7], on écrit : 
2an(baAc)=a(bac)+(bac)a, 
d’où : 
Aa nA(bAc) = a (bc — cb) + (bc — cb)a 
= abc + bca — acb — cha. 
Mais d’après [6] : 
(@nAb)ac=ca(anAb) 
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et donc : 
4e À (a À b) = cab + abc — cha — bac 

et, puisque : 
bca — acb = cab — bac 

car b(ac + ca) = (ca + ac) b, on obtient enfin : 
an(bac)=(anb)ac, 


ce qui est bien l’associativité. 


V. — Produits extérieurs 
de p-vecteurs 


Soient À, — a A -.. À &y et B;— bi; A MU. 
Nous définissons A, À B, par récurrence en posant : 
A,AB=mA(aA... Aa, AB [91 


VI. — Alternance 


Le produit extérieur est alterné, c’est-à-dire qu’il 
change de signe quand on permute deux de ses 
vecteurs. Ceci étant vrai pour p — 2, admettons-le 
pour À, et démontrons-le pour : 


Ayr1= AA, 


Si l’on échange deux vecteurs de À, le théorème 
est démontré pour À, :.. Supposons donc que l’on 
échange a avec un vecteur de À,, a par exemple. 
Or, d’après [9] : 

Ayr1=0n(mAA,-1) =(ana)a Ar 
et donc : 
Aya — (mA) AA _1= —@A (GA A1); 


ce qui démontre la proposition, 
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Il en résulte immédiatement que A,—0 sil 
contient deux vecteurs identiques ou si l’un de ses 
vecteurs est fonction linéaire des autres vecteurs. 
En conséquence, À, — 0 si p>n. 

En outre, comme A, est linéaire par rapport à 
lun quelconque de ses vecteurs par suite des 
axiomes de distributivité, on voit que À, est une 
forme p-linéaire alternée. Géométriquement, A, re- 
présente le volume du parallélépipède orienté cons- 
truit sur les p vecteurs 4,,@&, ...,@,, et on admet 
que le volume construit sur les n vecteurs d’une base 
orthonormée de E, est égal à l’unité de volume. 


VII. — Espace vectoriel des À, 


Etant donné une forme quadratique de E,, on 
sait qu’il existe dans E, au moins une base ortho- 
normée €, € -..se,+ En développant les a; sur 
cette base on obtient pour A, la somme : 


À, = XpApep; [10] 


P désignant une combinaison quelconque des 1, 
2,...,n, ep désignant le produit extérieur des e; 
correspondant à cette combinaison et la somme 
étant étendue à toutes les combinaisons possibles, 
ce qui revient à dire que le nombre des termes de 
la somme est C?. 

Montrons que les produits e- forment une base 
en multipliant extérieurement À, par eo eQ étant 
le produit de tous les e; qui ne contient aucun des 
indices de P. Il s’ensuit que : 


À, À ea = }per À €Q 
car ep AeQ—=0 pour tout P'#P, le produit 
extérieur contenant nécessairement deux vecteurs 
identiques au moins. Donc A, — 0 implique Àp = 0 
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puisque ep À eQ # 0. Ainsi tous les À, doivent être 
nuls, ce qui prouve que les À, sont tous les éléments 
d’un espace vectoriel à C? dimensions, que l’on note 
habituellement Â°E,. 


VIII. — Produits intérieurs 
de p-vecteurs 


Nous définissons par récurrence le produit inté- 
rieur À, .B, de deux p-vecteurs À, et B, en posant 
pour p<gq: 

A,.B=(mA...nAa,-:).[a,.B,] [11] 


En utilisant [3] on peut calculer A,.B, pour 
p=2 puisque a,.B, appartient à A°T1E,, puis 
pour p = 3 et ainsi de suite. 

En utilisant [4] et [11], on obtient encore pour 
P<gq: 

A, .B=(— DD BA, [12] 


ce qui définit À,.B, pour p > q. 


Remarque. — Les produits intérieurs et exté- 
rieurs permettent une introduction indépendante 
des déterminants et la démonstration de leurs pro- 
priétés fondamentales, mais nous ne développerons 
pas ici cette question qui n’est pas indispensable à 
l’ensemble de notre exposé. 


IX. — Espace ©, 


Cet espace doit être construit sur E, de façon à 
inclure tous les produits de vecteurs, donc tous les 
produits intérieurs et extérieurs, c’est-à-dire tous 
les A, pour p=0,1,2,...,n, les À, pour p>n 


D 
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étant tous nuls. L’espace vectoriel #, de ces nombres 
est la somme 


ME,+AE,+...+1E, 


qui est directe comme on le voit en utilisant la 
méthode du paragraphe VI. La dimension de #, est 
donc : 


GO ICL AE Gr ER Ce — 21, 


Tout nombre de Clifford est la somme d’une partie 
paire et d’une partie impaire. Soient #7 l’ensemble 
des nombres pairs de #, et #, l’ensemble des 
nombres impairs. Les relations symboliques simples 


CERN 


(le produit de deux nombres pairs est un nombre 
pair) 
CrCr Cr, xx = 4: 


montrent que les c-nombres pairs sont une sous- 
algèbre de €,. 

L’algèbre de #, est appelée algèbre de Dirac 
lorsque la forme quadratique est celle de la relativité 
restreinte (forme pseudo-euclidienne) et une sous- 
algèbre paire de ©, est l'algèbre de Pauli &, dans 
l'espace de la géométrie ordinaire. L’algèbre des 
quaternions est elle-même une sous-algèbre de #3 
tandis que les nombres complexes sont eux-mêmes 
une sous-algèbre de l’algèbre des quaternions. Enfin, 
l'algèbre des réels est elle-même une sous-algèbre de 
l'algèbre des nombres complexes. Ainsi se construit 
une chaîne logique des réels aux nombres de Dirac 
qui englobe le calcul vectoriel ordinaire comme nous 
allons le voir plus précisément maintenant. 


CuaPitrEe III 
L’ALGÈBRE D’ESPACE 


Il s’agit ici de l’espace tridimensionnel de la géo- 
métrie euclidienne. Considérons les matrices de 
Pauli : 


0 1 (DST 
a (| i a (. o) 


af") ps 


où ÿ est l’imaginaire usuelle, et qui vérifient les 
conditions : 
050% + 605 = 2 dy 
où k,j=1,2,3 et dy —0 si kZj et d,, — 1. 
Ces matrices appartiennent à l’espace vectoriel 


des matrices complexes 2 X 2 et on peut vérifier 
aisément que : 


1, 61; O2» O3» C1025 0208» O3 19 010203 = à 
avec : 
= —1] 


forment une base de cet espace. La matrice 6,0,64 
est en fait égale à ÿ’I,, I, étant la matriceunité2? X 2, 
mais nous l’écrirons toujours i, aucune confusion 
n'étant à redouter avec l'imaginaire usuelle ÿ’ puis- 
que, désormais, nous considérerons 6,, 62, 6, comme 


sd. 
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des vecteurs d’espace, de carré 1, de la géométrie 
ordinaire, ce qui permet d'identifier : 

X = 101 + 209 + X308 
avec le vecteur de composantes x,, x, x; sur une 
base orthonormée. Quant aux produits de vecteurs 


ils appartiennent tous à #, dont tout élément est 
somme : 


19 d’un scalaire à, = À, ; 
20 d’un vecteur A6 + 100 + 1303 = À,3 
30 d’un bivecteur : 

MO102 + À50208 + 6001 = À; 
4° d’un pseudo-scalaire À,016203 = i = Ap; 
de telle sorte que : 

A=A,+A,+A,+A.. 

Nous introduisons trois opérations fondamentales : 


19 Changement de sens de tous les vecteurs qui 
transforme À en 


A=A,—A,+A,—A,. 
Si A— À, À est dit pair et impair si À = — À. 
20 Renversement de. l’ordre dans les produits, ce 
qui transforme À en À (lire : A tilde) : 


RER MMARPA, A 


Car : 


è 


ee 


1 = 010203 — 0302 01 = 010302 
= — 610903 = — à 
30 La multiplication par i qui transforme À en 
14 . 


son dual iA — Aï car à commute avec tous les 
vecteurs puisque : 


101 = 01020801 = O20g = Oyde 
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Ainsi, le dual d’un scalaire est un pseudo-scalaire et 
réciproquement, tandis que le dual d’un vecteur est 
un bivecteur et réciproquement puisque : 


(161 + 02 + 308) 
= 109 03 ++ À O3 01 + Â8G100 
par suite des relations 


101 — 02039 109 — G3O1 103 — C102 [15] 


I. — Produit vectoriel ordinaire 


Le calcul vectoriel ordinaire est en relation simple 
avec cette algèbre. Formons en effet le produit x À y 
avec : 


= %101 À X202 + A308 
Y = 101 + Ya02 + YaG8. 
On trouve : 
GAY = i(tY3 — 2392) Gi 
+ (sY1 — 4198) 62 + (192 — %291) 63] 

et on reconnaît dans le crochet le produit vectoriel 
ordinaire qui est donc distinct du bivecteur et que 
l’on doit en conséquence noter différemment. C’est 


le cross product anglais, ou produit en croix que nous 
écrirons x X y, d’où les relations : 


ÆAY=ix X y) {151 
x XY—=—i(x A y) [16] 


qui montrent que x X y, dual de bivecteur, change 
de sens lorsque l’on change le sens de la base, c’est-à- 
dire le signe de i, tandis que x À y est invariant dans 
ce retournement comme tenseur, les relations [15] 
et [16] étant toujours vérifiées. Ceci justifie le nom 
de vecteur axial donné souvent au produit en croix 
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par opposition aux « vrais vecteurs » ou vecteurs 
polaires qui ne changent pas lorsque l’on change le 
sens de la base. 


II. — Double produit en croix 


En développant x et y on justifie aisément les 

formules : 
LXY—=iYyx=—-yXx=—ix.y = —%.iÙ 
n7] 


d’où : 
GX y) xX2=[—i(x X y)].z 
et, avec [14] : 
GXYX3=—{(xA7).2 
ea) = Gr)y — (9) s 


ce qui est bien la formule usuelle. 


III. — Produit mixte 
Calculons x.(y X x) en utilisant [8], d’où : 
2x.(y X 2) = x(y X 2) + (y X 2)x 
car (y X z) est impair. 
Mais i commute avec tout vecteur, donc : 
2x.(y X 2) = —ix(y À 2) — ir À 2) x 
= — ila(y À 2) + (y 42 4] 
= —2if(x AY AZ), 
d’où le résultat : 
Gy2=x(yxXD=—-iüxAyAs). 


Comme (6, ; 6: 63) — 1, onretrouve 616205 = i. 
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IV. — Gradient 


On posera toujours ©, — 0/0x', les @ étant les 
symboles de dérivations et les a* les coordonnées 
contrevariantes, c’est-à-dire les coordonnées carté- 
siennes usuelles, par opposition aux coordonnées 
covariantes qui, en axes quelconques, sont les pro- 
duits scalaires de x avec les vecteurs unitaires des 
axes et que l’on notera x, . Ici, en axes orthonormés, 
les deux systèmes de coordonnées sont confondus et 
done x,—a* pour tout k—1,2,3. Ceci étant 
on pose : 


V = Go 01 + 6200 + 63 ds [8] 


ce qui définit l'opérateur gradient qui se décompose 
en : 


Vu=V.u+Vau 


si u est un vecteur fonction dérivable des coordon- 
nées en chaque point. 

Le scalaire V.u est appelé divergence de u. Le 
bivecteur V À u est appelé le rotationnel de u. Il est 
relié au rotationnel ordinaire V X w selon les 
règles [15] ou [16] : 

Vau—=iVXu) ou VXu——i(Vau) 


et il est ainsi plus général que le rotationnel or- 
dinaire. 


V. — Quaternions 
Lorsque A—A—A,—+A,, nous dirons que 
À est un quaternion. Alors : 
A = 5s—+iax 
où & est un vecteur de carré 1 et & un réel. 


Nous nous proposons d'étudier les structures asso- 
ciées à l’ensemble des quaternions. 
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Tout d’abord, cet ensemble a une structure d’es- 
pace vectoriel de dimension 4, sous-espace de ,, car 
les éléments 1, io,, 162, io, de ©, forment un système 
libre, l’égalité 

s X 1 + iao, + ibos + icoz = 0 


exigeant s—0 d’une part et ao + bo + cos 
d’autre part, c’est-à-dire en définitive, s = 0, a — 0, 
b—=0, c= 0. 

Nous désignerons par (Q,) ce sous-espace vectoriel 
de #,. Il peut en outre être normé en posant par 
exemple : 


norme de À = (s? + a)? 


Rappelons qu’une norme est définie pour un 
espace vectoriel E sur un corps K qui sera ici 
l’ensemble des réels R ou des rationnels Q si, et 
seulement si, à tout élément a de E on peut associer 
un nombre positif ou nul, noté : 


all 
et tel que : 
10 ||a|| = 0 implique a —o et réciproquement ; 
2 [[a+b||<[|[af} + [|[b|}, pour tous a,beE; 
30 [hall = [X|||all, pour tout AEekK et pour 
tout a€E. 


La dimension de E peut être finie ou non et l’on 
dira que E, muni d’une norme, est un espace vec- 
toriel normé ou plus brièvement un espace normé. 


ii 

On vérifie aisément que (s? + «?)? est une norme 
de A, mais cette norme n’est pas la seule possible. 
Il serait en effet facile de vérifier par exemple que 
l'on définit une norme v de À en posant : 


(A) = [al + al 
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les deux barres verticales désignant la valeur absolue 
du réel qu’elles encadrent. Toutefois, ces deux 
normes sont équivalentes, c'est-à-dire qu’elles défi- 


nissent sur (Q,;) la même topologie. Précisons ces 
deux points. 


On dit que deux normes, notées v et v’, sont équi- 
valentes s’il existe deux réels a et b strictement 
positifs tels que : 


av(x) < v'(x) < bv(x), pourtout xeE. 


On voit aisément que v est équivalente à elle-même 
(a—b=—1l), que v est équivalente à v’ si v’ est 
équivalente à y car : 


= vx) < v(x) < Lv(s) 


et que, v équivalente à v’ et v’ équivalente à v” 

impliquent v équivalente à v”’. En effet, il existe 

alors des nombres strictement positifs c et d'tels que: 
cv'(x) < v”'(x) < dv'(x) 


et, en conséquence : 
1 1 
v(x) < = v'(x) < _. v’'(x) 


tandis que : 


26) < AT) < v(x). 


Il s’agit donc bien d’une relation d’équivalence. 

Reste la question de la topologie induite par la 
norme. D’une façon précise on démontre le résul- 
tat suivant qui est essentiel : 

Toute suite de Cauchy qui converge suivant lanormey 
converge aussi suivant une norme équivalente v'. 

Or, toute suite réelle de Cauchy a sa limite dans 
le corps des réels qui est dit complet et l’espace vec- 
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toriel normé (Q,) est donc aussi un espace vectoriel 
normé complet (espace de Banach). 

Une écriture un peu différente de la norme permet 
d'introduire aisément la notion de produit scalaire 
de deux quaternions. Remarquons en effet que : 


AI = 6° + 29? = (AD 


puisque À — s— iax et donc que AA = 52 + 02. 

Désignons par q et q' deux quaternions et défi- 
nissons leur produit scalaire : 

gd» 
par: 
<gd>=i(a +) 

L'espace vectoriel (Q,) est euclidien puisque sa 
norme 4/s? + &? est euclidienne et le produit scalaire 
vérifie les propriétés du produit scalaire euclidien. 

Il est enfin essentiel de considérer que les quater- 
nions, découverts par Hamilton, donnent un exem- 
ple de corps non commutatif, le seul que l’on puisse 
construire sur le corps des réels. Pour démontrer ce 
résultat, il faut prouver que la loi multiplicative 
définit un groupe non commutatif, la structure de 
groupe additif résultant de la structure d’espace 
vectoriel et la distributivité résultant, comme il 
vient d’être dit, de la structure de Clifford de (Q4). 

Or si q est un quaternion s + tax, il existe un 
inverse : 

__S—iax 


RTE 


si g n’est pas nul car : 


Titre 
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Mais ce corps n’est pas commutatif car si : 
g=s—+#+iax, q —s+ia«, 
s, «, s’, a” étant réels, a et a’ des vecteurs de carré 1, 
gg = (s + iac) (s' + ia’ x) 
= ss’ + iaus’ + ia'x!s — aa’ ax, 
et gq' est différent en général de qq car l'égalité 
, ’ 
ag = 
impliquerait : 
aa = aa 
c’est-à-dire : 
ana =0 
qui exige la colinéarité de a et de a’. 

Or, comme nous allons le voir immédiatement, les 
quaternions sont reliés très simplement aux rota- 
tions autour de l’origine dont ils explicitent l’angle 
et l’axe qui n’est autre que le vecteur a, et le produit 
de deux rotations étant obtenu avec le produit de 
deux quaternions si bien que deux rotations ne 
commutent que si leurs quaternions respectifs com- 
mutent, ce qui n’a lieu d’après le raisonnement pré- 
cédent que si les axes sont confondus. Pour établir 


ces résultats, nous calculons exp ia8 à l’aide de son 
développement en série : 


exp ia0 = 1 + ia — 402 + ... 
c’est-à-dire : 

exp ia0 = cos 0 + ia sin 6, 
d’où : 

Îlexp ia || = 1 


L’'ALGÈBRE D'ESPACE 25 


et nous dirons que cette exponentielle est un quater- 
nion unitaire. Nous allons montrer que ces quater- 
nions unitaires sont aussi étroitement liés aux rota- 
tions autour de l’origine de l’espace que les nombres 
complexes de module 1 sont liés aux rotations 
planes. 

VI. — Rotations 


Soit un vecteur x, et x’ défini par : 
x! — (exp — Zia0) x(exp +iab). 


Fig. 1 


Décomposons x en posant x = u +v avec : 
unaa—0, v.a—=0 
et décomposons +’ de la même façon en posant 
x'—=u + v avec: 
unaa—=0, v.a—0. 
Comme u commute avec aeti,ona: 
u=u— (a.x) a 
et comme v anticommute avec a : 
v' = (exp — iat) v 
d’où, en développant : 
v' = v cas 0 — iav sin 0 
= v cos 0 + (a X v) sin 0 
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qui exprime que v a tourné de l’angle 6 autour du 
vecteur a. En tenant compte de w = u', ce résultat 
s'écrit : 
x’ — x cos 0 + (1 — cos 0) (x.a) & 
+ (a Xx)sim6 [19] 


ce qui permet de calculer commodément les compo- 
santes du vecteur x’ déduit du vecteur x dans la 
rotation (a, 0) ou d’écrire la forme générale des 
matrices de rotation. 

Soient en effet (X, Ÿ, Z) les composantes de x, 
(ZX, Y’, Z') celles de x’ sur une base orthonormée de 
l’espace euclidien à trois dimensions et soient (x, 8, y) 
les composantes du vecteur unitaire définissant l’axe 
de rotation, donc telles que æ«? + B2+%2= 1. 

L'égalité [19] permet d'écrire les équations de la 
transformation : 


X' = X cos 0 + «(1 — cos 0) 
(GX + BY + yZ) + (BZ —YYŸ) sin 0 
YŸ' = Y cos 0 + B(1 — cos 6) 
(aX + BY + 2) + (yX — «Z) sin 0 
Z' = 2 cos 0 + y(1 — cos 6) 
(GX + BY + yZ) + («Y — BX) sin 0 
d’où la forme générale d’une matrice de rotation 
que l’on pourra écrire sans difficulté. 


VII. — Produit de rotations 


Le produit de deux rotations d’axes concourants 
se réduit à un produit d’exponentielles : 
(exp 4ib) (exp al). 


On effectue d’abord la rotation (a, 0) puis la rota- 
tion (b,œ), ces deux rotations ne commutant que 
si a et b sont colinéaires, comme on l’a vu. Pour 
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obtenir l’axe c (c?— 1) et l’angle w de la rotation 
produit, il suffit d'identifier exp 3icw avec : 


(exp 36) (exp 418) 
ce qui permet d'écrire les deux équations : 
cos Lo = cos 4 cos 40 — (a.b) sin +o sin 0 
c cos Lo = b sin y cos 40 + a cos ko sin 30 
+ (a X b) sin 4o sin 40. 
De toutes les méthodes mathématiques qui per- 
mettent de déterminer l’axe et l’angle de la rotation 
produit, ce sont les produits de quaternions qui 
fournissent la solution la plus élégante. 
VIII. — Symétries 
Soit u le vecteur unitaire normal à un plan (P) 
passant par l’origine O et posons : 
OM = x, OM'= + 
OM et OM! désignant les longueurs de x et de x’. 


oM=0M” 


Fig. 2 


Supposons maintenant que : 
x = —uxu [201 
Développons le second membre : 
uxu = u(x.u) + u(x À u) 
= u(x.u) +u.(sAu)+uaAxnu 
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d’où : 

x'= — Ju(x.u) + x 
c’est-à-dire que : 

&'— x = — Zu(x.u). 


Cette dernière relation montre que x’ — x est per- 
pendiculaire à (P). Si H est le milieu de MM, il suf- 
fit de prouver que H appartient à (P) pour prouver 
que M’ est le symétrique de M par rapport à (P). 

Or OH — (x + x), donc: 

u.OH = ufx— u(x.u)] + [x — u(x.u)] u 
= ux + zu — 2(x.u) 


qui est manifestement nul. 

Ceci étant, le produit de deux symétries en résulte 
immédiatement. Si v est un vecteur unitaire normal 
à un second plan passant par O et si S est l’image 
de M’ dans la syméirie par rapport à ce plan, on 
écrit, en posant : 

OS — Ë — — vx’ — + vuxur. 


Soient « l’angle de u et de v, n le vecteur unitaire 
de même sens que u X v, on peut écrire : 


uv—=u.v+unAv—=u.v—+iu X v, 
c’est-à-dire : 
uv = cos &« + in sin à 


qui montre que uv est un quaternion unitaire et 
que $ se déduit de M dans la rotation d’angle 2x 
autour de n. 

Ce résultat, basé sur le fait que le produit de deux 
quaternions unitaires est un quaternion unitaire, 
suggère une remarque concernant la norme du pro- 
duit de deux quaternions qui est égale au produit des 
normes, 


! 


L'ALGÈBRE D’ESPACE 29 


Soient en effet les quaternions À — s + iau et 
A'= 5! + ia’ x. On peut poser avec 0,9 € [0, 2x[: 


s A LE 
RS RUES] É 


’ 0 


ten ONU 


et, en conséquence : 

A—||A|| exp ia0, A’ — ||A'|| exp ia’ 
de sorte que : 

AA’ =—||A|| x ||A’|| exp iaô exp ia’ + 


et que : 
IAA'[ = JIAI x |FA'Î 


puisque le produit des deux exponentielles au second 
membre est un quaternion unitaire. 


IX. — Inversion 


Les points M et m sont inverses dans l’inversion 
de pôle O et de puissance k si, et seulement si, 
lorsque Om = x et lorsque OM — X : 


Xx—h (k, réel) [21] 


qui s'écrit encore X — kxx7?, ce qui prouve que 
Om et OM sont colinéaires et de même sens lorsque 
k est positif. ’ ee i 

Supposons que x soit une fonction dérivable d une 
variable réelle £, de façon que m décrive au voisinage 
de m un arc de courbe pourvu d’une tangente en m. 
Soient (c) cet are et (C) l’arc de courbe décrit par 
son inverse M. On obtient en dérivant [21] : 


X(e) (0) + X(0 (0) = 0 
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s 


qui s'écrit après multiplication à gauche par x : 
kx'(s) = — x(e) X’(E) x(t) 


ce qui, avec [20], prouve que la tangente en M 
à (C) est symétrique de la tangente en m à (c) par 
rapport au plan médiateur de mM. 


Fig. 3 


Voici encore une propriété générale de l’inversion. 
Soient p et P deux autres points inverses dans 
l'inversion (O, k). De op = y, OP — Y, on déduit : 


(R—YP = Ka? — 77 7) 

= HA — 28 y)2 78 y = Ra y — x)? y? 
et, en définitive : 

MP = |k| mp(Om)-? (Op)? 


formule bien connue reliant les distances des couples 
de points inverses. 


Inverse d’un plan. — L’équation d’un plan (Q) 
de vecteur normal u s’écrit : 


u(x — x) + (x — x) u = 0 


si %— Om,, mo étant un point de (Q) et, en 
posant : 


UXg + %ou = 2p 
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cette équation devient : 
ux + au — 2p = 0. 


Dans l’inversion [21], l'inverse de ce plan a pour 
équation : 


k(uX + Xu) — 2pX? = 0. 


Si p—0, linverse de (Q) est le plan (Q) lui- 
même. 
Si p # 0, l’équation de l’inverse s'écrit : 
X2— k/2p(Xu + uX) = 0. 


Comme X2— X?+ X3+ XE, si Xi, Xe, X3 
sont les coordonnées du point M défini par OM = X, 
l'inverse de (Q) est une sphère passant par l’origine 
et de centre ku/2p, inverse du point défini par 
U = 2pu, c’est-à-dire du point O’ symétrique de 
l’origine par rapport au plan (Q). 

On pourra étudier de la même façon l'inverse 
d’une sphère ainsi que les produits d’inversion dans 
l’espace et obtenir commodément les résultats 
essentiels. 


0C,00'= OM.Om=k 
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X. — Vecteurs et quaternions 


L'utilisation du calcul vectoriel ordinaire ren- 
contra en son temps l'opposition très vive de « qua- 
ternionistes » orthodoxes. En fait, ces deux concep- 
tions ne sont pas opposées mais complémentaires 
puisque unifiées dans la même structure de Clifford. 
Pratiquement, le calcul classique rend de grands 
services en géométrie, en mécanique, en hydrody- 
namique et en électromagnétisme avec l’introduc- 
tion de l’analyse vectorielle, mais il n’est pas assez 
général et dans l’espace-temps en particulier, en 
relativité, en théorie de Dirac et du nucléon, toute 
opposition aux quaternions serait dépourvue de 
toute base rationnelle. 


CHAPITRE IV 


L’ALGÈBRE RÉELLE 
D’ESPACE-TEMPS 


Nous construisons cette algèbre à l’aide de quatre 
vecteurs Yo: yx (4 — 1,2,3), Yo étant un vecteur 
temporel de carré 1 et les y; trois vecteurs d’espace 
de carré — 1. Ces vecteurs sont en outre orthogo- 
naux, c’est-à-dire qu'ils vérifient Y, Ye + Yo Yu — 0 
(4v— 12/8 "0MetbuEw) 

On montre qu'il peut exister de tels vecteurs en 
les représentant par les matrices : 


ef het 7) em 


où I est la matrice unité 2 X 2 et les 0, les ma- 
trices 2 X 2 définies au chapitre précédent, la véri- 
fication des conditions posées se faisant sans difi- 
cultés. En conséquence les axiomes de la structure 
de Chfford définie au Chapitre Premier sont tous 
vérifiés par les y et il reste à déterminer la dimension 
de l’espace , associé. Pour cela on remarque que : 


1; Yo» Yi? Yas Vas Y1Yo> Ya Yo Ya Yo Y1Y2» 
Y2Y3 Y3Y1® YoY1Y2: Yo Y2Ys> YoY3Y1? 
Y1Y2Y3> Y5 — YoY1Y2Ys 


forment une base de l’espace vectoriel &, de dimen- 
sion 16 sur le corps des réels. Comme tous les pro- 
duits sont des produits vectoriels par suite de 


G- CASANOVA 2 
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l’orthogonalité, il suffit, pour démontrer par exemple 
que le coefficient de 1, dans la décomposition du 
vecteur nul, est nul, de multiplier les deux membres 
vectoriellement par Y,, puis par Y1 A Y2 A Ys POur 
démontrer que le coeflicient de y, est nul et ainsi 
de suite. 

On constate que : 


= (roiv2Ys) = — 1 


et nous remplacerons y; par à, ce qui ne pourra pas 
entraîner de confusion puisque ®, est construit sur 
les réels, mais il est important de remarquer que y;, 
calculée à l’aide de [22] n’est pas égale à il,, L, étant 
la matrice unité 4 X 4. Le remplacement de y; 
par à n’est donc qu’une convention commode. Alors 
si À est un élément de #,, on peut écrire : 


A = À + Ay + Ag + Ar + Ar 
c’est-à-dire que À est la somme 


— d’un scalaire À ; 


— d’un vecteur À5Yo + M Y1 + AoYe + MYs5 
— d’un bivecteur : 


Mo Y1 Yo + 20 Ya Yo + As0 Ys Yo 
+ Mo Y1Ye + hs V2Ys T Âs Ya Y15 
— d’un trivecteur : 


aie Yo Y1 Ya + Ans YoY1Ys 
+ Ross Yo Y2 Ya + M2s V1 Y2Ys : 
— d’un pseudo-scalaire A5 = si: 
tous les À étant réels, et on appelle À un d-nombre. 


Enfin, il faut noter la forme quadratique associée 
à cette algèbre. On pose : 


x = ao + 21 ya + Ye + Ÿ Ya 
= ay. 


(u = 1, 2,3, 0) 
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et on obtient (x)? — (x°)2 — (x1)2 — (x2)? — (x3)2. 
En posant 2° — x, = ct, t étant le temps, c la vitesse 
de la lumière, on obtient : 

C2 — (x1)2 — (22)? — (x8)2, 


c’est la forme de la relativité restreinte. 


Nous introduisons trois opérations fondamen- 
tales : 


19 Changement de sens de tous les vecteurs qui 
transforme À en : 


A = A —Ay+ A; — A; + A D 


Si À — À, A est pair et impair si A=—A. 
20 Renversement de l’ordre dans les produits, ce 
qui transforme À en : 


À = As + Ay— Az — Ar + Ap 
car : 


D = YoY1Y2Ys = Ya Ya Y1Yo = — YoYs Ya V1 = À. 


30 La multiplication par i à gauche qui trans- 
forme A en son dual iA # Ai en général, car 
1 anticommute avec tous les vecteurs. Par exemple : 


Ào = Yo Y1Y2Y3 Yo — — Yo Yo Y1Y2Ys = — Voie 


Done, si A— A, i commute avec À, mais si 
À = — À, i anticommute avec À. 

Ici et réciproquement, le dual d’un scalaire est un 
pseudo-scalaire, le dual d’un vecteur est un tri- 
vecteur et le dual d’un bivecteur est un bivecteur. 


I. — Algèbre d’espace associée 


À tout vecteur temporel y, fixé, il correspond des 
vecteurs d’espace o, en posant ox —=Y;Yÿos de 
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carré 1, car où = Y,YoYr Yo = l. Ce sont, comme 
on l’a vu, les vecteurs d’une algèbre d’espace et les 
éléments de cette algèbre sont les nombres pairs de 
l'algèbre d’espace-temps. On dit que cette algèbre 
est l’algèbre d’espace de 75. Naturellement les vec- 
teurs d’espace de cette algèbre o, , 62, 4 ne diffèrent 
des vecteurs d’espace y, ÿ2, Ys pour le même yo 
que par leur carré. On appelle p-nombres les élé- 
ments de cette algèbre. Soit À un nombre quel- 
conque de #,. Sa partie paire ® est, comme on l’a 
vu, un p-nombre. $a partie impaire ®’ est telle que 
®D'y9 est pair, c’est-à-dire un p-nombre 4. Donc 
D’ = Yo et on peut écrire : 


A = ® + %Y0 


où ® et x sont des p-nombres. 
On remarque encore que : 


010203 — Y1Yo Ya Yo Ya Yo — Yo Y1Y2Y3 — 


résultat nécessaire pour assurer la cohérence de nos 
définitions. 

Voici maintenant la propriété de cette sous- 
algèbre qui nous sera importante en théorie de Dirac 
et que nous résumerons dans le théorème suivant : 
Il existe une bijection linéaire entre l’ensemble des 
d-nombres pairs de Dirac et les spineurs unicolonnes 
complexes de Dirac. 

Nous désignons par À un d-nombre pair quel- 
conque de Dirac qui se développe suivant la base 
des d-nombres pairs selon : 


À = & + dY1Y0 + dY2Yo + GYsvo 
+ GoYova + baYave + biYavi + GYoViYeYs- 


Rappelons le choix [22] des y. On récrit, 1’ dési- 
gnant l'imaginaire usuelle : 


he in 
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149 404008 450 0 0 0 — 
Mile (oeno 0 0 —1 
Lol 0. 0 1220 MT {lo 1  o 
0. 0. 0 —1 1 0 0 
0 0 0 ÿ 0 0 —1 
LOEEN 0 0  o 
ON SN Y—|1 0 o 
AN C1 0 —1 o 


Calculons, à partir de ce choix, les produits de 
vecteurs qui forment la base des d-nombres pairs. 
On obtient ainsi : 


0 0 0 1 (] 0 0 —ÿ 
0 0 1 0 0 0 à 0 
MY {lo 1 0 oo! lo —ÿ 0 oo 
1 0 0 0 C4 0 0 0 
0 (OPEL 0 Ÿ 0 0 0 
0 0 0 —1 0 —ÿ 0 0 
Ys3Yo — | 0 0 0 VU lo 0 à n 
0 —1 0 0 0 0 0 —à 
0 —1 0 0 0 i 0 0 
1 0 0 0 Ÿ 0 0 0 
Yo 0 0 1 YsY— lo o 0 5e 
0 0 1 0 o 0 à 0 
0 0 à © 
00N 0 
VV YY— | 9 0 0 
0 ÿ © 0 


Définissons maintenant la transformation (&) 
suivante : 

19 À À on fait correspondre une matrice M à 
quatre lignes et à quatre colonnes en utilisant les 
définitions matricielles [221 des vecteurs y et le 
calcul précédent concernant les produits de vecteurs 
de la base des d-nombres pairs de Dirac, 


SOS c00m 
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20 On multiplie la matrice M ainsi obtenue à 
droïte par la matrice unicolonne u définie par : 


1 
es ; [23] 


0 


Cette dernière opération a pour seul effet de 
réduire M à sa première colonne. On pose en outre : 
Mu = Y. 
Ainsi : 
Ÿ = € (A). 
Formons effectivement la matrice M à partir du 


développement de A précédemment introduit. Il 
nous suffira d'écrire la première colonne, d’où : 


a +ia... 


M=— bb, +ibs ... 
Ce A 
d+id:... 
et, en définitive : 
a + Ÿ'@ 
= Mu— ERA Ë 
 +iC 
d+id 


On voit aisément que : 
EGA + As) = AE (As) + UE (A2) 
A, et À, étant deux d-nombres pairs quelconques 


de Dirac et à et p deux réels quelconques, ce qui 
montre que & est linéaire. 


arme me de 


Dpt rite anis 


= mar ne 
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En outre, en cherchant le noyau de cette appli- 
cation linéaire à l’aide du résultat précédent, c’est-à- 
dire en cherchant tous les À dont l’image par la 
transformation linéaire & est le spineur nul, on 
constate que l’annulation de Ÿ exige, sur le corps 
des réels : 


H=u=bh=hbh=a=a=d d; = 0, 


ce qui implique l'annulation de B, ce que lon écrit : 
Ker& = (0) | 


et ce qui signifie que seul le d-nombre pair nul a 
pour image le spineur nul dans la transformation 
linéaire &. 

Il en résulte que &° est injective, c’est-à-dire que 
deux d-nombres pairs de Dirac distincts ont toujours 
deux images spinorielles distinctes dans (8). Si, en 
effet, À £ A’, on ne peut avoir : 


&(A) = &(4') 
car cette égalité exigerait : 
&(A— A’) = (0) 


et donc, d’après ce que l’on vient de dire, À — A’ 
contrairement à l’hypothèse À Æ A’. 

L'application & est aussi surjective sur l’espace 
vectoriel des spineurs unicolonnes W car la don- 
née des a, b, c, d détermine B: En conséquence, 
l'application (8) est bijective, ce qui établit notre 
théorème. 

Nous verrons que l’ensemble des B a une struc- 
ture d’anneau tandis que l’ensemble des spineurs y 
assujetti aux règles habituelles du calcul des ma- 
trices a une structure moins riche puisqu'elle n’ad- 
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met pas de loi multiplicative interne. Ainsi rempla- 
cer les spineurs de Dirac opérant dans les espaces 
vectoriel hermitiens par des d-nombres pairs, som- 
mes et produits de vecteurs dans l’espace-temps réel 
de la relativité restreinte, ne peut pas rester sans 
conséquence physique et doit permettre un enrichis- 
sement de la théorie. C’est bien ce que nous pourrons 
constater ultérieurement en étendant à toutes les 
fonctions d’onde des particules cette possibilité 
d’être représentées par un d-nombre pair de Dirac, 
ce qui nous conduira à une classification des parti- 
cules élémentaires fondamentales. 

Une autre remarque nous sera utile. Soit A’ un 
d-nombre impair de Dirac, donc tel que : 


AR 


la barre indiquant que l’on change le sens de tous 
les vecteurs dans tous les produits. Posons : 


A'="YA, et donc A = ,A. 


On établit ainsi une bijection entre l’ensemble 
des A et celui des A’ et par conséquent entre l’en- 
semble des À et celui des spineurs de Dirac, toujours 
représentés par l’ensemble des matrices à quatre 
lignes et à une colonne dont les éléments sont 
complexes. Soit (&”) cette bijection. De : 


A'u=Ÿ'=yAu=Y 


on déduit que T’ — 0 implique A’ — (0), c’est-à- 
dire que le noyau de l’application linéaire (8) se 
réduit au seul d-nombre nul, à la fois pair et impair, 
comme seul élément commun à deux sous-espaces 
vectoriels supplémentaires, à savoir les espaces (A) 
et (A’) dont la somme directe constitue l’ensemble 
des d-nombres, c’est-à-dire l’espace %,. 


mes 
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II. — Gradient 


Il est commode d'introduire les vecteurs 


‘12e TOR, 2 3 

Y Yo» YŸ Yi Ÿ SC ren 6 
de même que les coordonnées 

AE Xp, = — à, %o = — 0, 23 = — 28, 


On appelle alors gradient l’opérateur 

OI = y+ 2 [24] 
où y est un indice de sommation qui prend les 
valeurs 0, 1, 2 et 3, tandis que 8, a la même signifi- 
cation qu’au chapitre III précédent, c’est-à-dire 
que : 


Cet opérateur [24] se décompose si A est dérivable 
en : 


A = [.A + IN AS 


On appelle [].A la divergence de À et [] À À le 
rotationnel de A. Cet opérateur gradient est simple- 
ment relié au gradient d’espace V déjà défini ainsi 
qu’au dalembertien. On remarque pour cela que : 


V=yAl 


car Yo A [1 = YoY®& = oc où k prend les va- 
leurs 1, 2, 3. 
De plus, on peut écrire : 
do = Yo: 


étant donné que y, est orthogonal à tous les y,. 
En conséquence, on peut décomposer [] suivant : 


VO=&+V [25] 
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Calculons enfin le carré du gradient, c’est-à-dire : 
P= (you) = (y 2,).(v# 2) 


et nous développons le carré scalaire en tenant 
compte des propriétés des vecteurs y, d’où : 


RE 
= À — À — GE — 0%. 


On constate que CF est un opérateur scalaire, que 
l'on appelle usuellement dalembertien. 


III. — Vecteurs et bivecteurs 


Soit x = x#y,, LL étant toujours de sommation 
sur 0, 1, 2, 3. Formons : 


_ 1 2 3 
VoX = Xo — Xl 63 — 2° 09 — A O8 « 


Nous noterons en caractères gras le vecteur d’espace 


de Pauli : 
x= xlo, + 4209 + a 03 
pour le distinguer des vecteurs d’espace-temps tou- 
jours écrits en italique, d’où : 
Yo = Lo — X. 
Décomposons un bivecteur B sur sa base selon : 
B = 01 + 0202 + 0308 
 GaYiYe E G5YaYs Ge Ya Yi 


tous les a étant réels, et posons : 


G — 4104 + G202 + A303 
ÿ 
6 = — (4501 + 4602 + Ga). 
Par suite des relations : 


— Ï0 = YaYsr —Î0 = YaYis — 08 = YiŸe 
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on peut écrire : 

B= 6 +i0 [261 
où c et 0’ sont des vecteurs d’espace et démontrer la 
propriété : 

Le produit AA d’un d-nombre pair par son tilde est 
la somme d’un scalaire et d’un pseudo-scalaire. En 
effet, A — As + Ar + A+ puisque À est pair, et: 

AA = (As + Ar + A») (As — Ag + Àp) 

= (As + Ar) — Aë. 


Or (A, + A), comme 
A3 = 6 — 6°? + i(oo + 6'6), 
est la somme d’un scalaire et d’un pseudo-scalaire, 
d’où la proposition. 
On écrit donc AÂ=a + ia = pÜexp if) si 
AA 0 en posant : 
pcosB—=a psinf=a 
ce qui détermine p > 0 et $ à 2x près. 
En posant R— A(p exp i8) À, on voit que R 
vérifie les deux conditions : 
R=R, RR—1 [27] 


qui caractérisent, comme nous le verrons, les rota- 
tions de Lorentz. 
Voici encore des conséquences de [26]. Formons : 


B2= (6 + io’)? = 0? — 6°? + 2ic.o'. 
Si 6.0’ — 0, alors B° est réel et on dit que B est 
élémentaire. Alors : 
19 Si 6? > 0’, B est un bivecteur temporel ; 
: à à RE 
20 Si 6 — 6°?, B est un bivecteur isotrope ; 
30 Si 6 < 6°, B est un bivecteur spatial, 
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Si ©.0’ # 0, le bivecteur est dit composé. Dans 
ce cas : 

Tout bivecteur composé B est la somme de deux 
bivecteurs S,B, et S,iB,, l’un spatial, l’autre tem- 
porel, où S, et S, sont scalaires. 

Soit B? Z 0. Posons : 


B, = (exp ip) B 
où est réel. Formons : 
B? = (exp 2iv) B° 
= (exp 2ip) (6? — 0"? + 2io.0') 
= (062? — 5°?) cos 2p — 20.0’ sin 29 
+ 210.0’ cos 29 - i(0? — 0?) sin 2p. 
On choisit o de façon que B? soit scalaire en 
annulant : 
20.0’ cos 29 + (062 — 0'?) sin 29, 
ce qui est toujours possible puisque B est composé 


par hypothèse, le seul cas d'exception étant évidem- 
ment le cas où : 


= 02, o.0o = 0, 


c’est-à-dire le cas B?— 0. 
Ceci étant, on déduit de : 


B = (exp — ip) B, = B, cos o — iB,; sin y 
le résultat annoncé en posant : 
S, = cosp, So = — sin y. 
IV. — Biquaternions 


Il résulte de l’étude précédente que tout nombre 
pair de Dirac peut se mettre sous la forme canonique 


A=(pexpig)R si AÀ 4 0 8] 
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R étant un nombre pair satisfaisant aux condi- 
tions [27] que nous récrivons : 


R=E, RR=—L 


Nous verrons que ces nombres R sont des expo- 
nentielles de bivecteurs qui représentent les rota- 
tions de l’espace-temps réel de la relativité comme 
les exponentielles des bivecteurs d’espace qui sont 
des quaternions unitaires représentent les rotations 
de l’espace. La mise sous la forme canonique [28] de 
la fonction d’onde permet dès maintenant d’esquis- 
ser très généralement sa signification physique et 
justifie en quelque sorte les calculs qui ont précédé. 

19 En chaque instant-point O(x) de l’espace- 
temps, la connaissance de p(x) définit la densité de 
probabilité de présence du corpuscule, et l’on doit 
normer cette probabilité dans tout l’espace par la 
formule classique : 


fed=1 


où dr représente l’élément du grand volume Q pour 
indiquer que le corpuscule est globalement présent 
dans tout l’espace avec des probabilités bien déter- 
minées en chaque point. 

20 En chaque point O(x) la connaissance de R(x) 
permet de déduire par rotation de la base fixe de 
référence des y une base dite base propre associée 
à la particule. Les vecteurs de cette base sont asso- 
ciés aux densités des grandeurs de champ (courant, 
spin, moments électromagnétiques) et leurs gra- 
dients doivent pouvoir être calculés en fonction des 
caractéristiques de la particule (masse et charge) et 
en fonction du champ électromagnétique extérieur 
dans lequel elle est plongée. En théorie de Dirac 
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nous verrons que ces gradients permettent de dé- 
crire l’évolution de la particule. 

39 En chaque instant-point O(x) il reste à inter- 
préter, ce qui est plus délicat, la signification de 
l'angle B(x) qui est lié aux divers états à énergie 
négative de la particule. 

On constate donc que la mise sous la forme cano- 
nique [28] de la fonction d’onde joue un rôle essen- 
tiel, que cette fonction est constituée d’éléments 
ayant une signification géométrique ou physique 
directe très précise et qu’elle perd ainsi le caractère 
un peu mystérieux qui est le sien dans la conception 
habituelle. Il y a incontestablement gain de ratio- 
nalité, adéquation plus étroite des mathématiques 
au réel. 

L'importance de ces d-nombres pairs n’a été mise 
en évidence que tout récemment et ils n’ont pas 
encore reçu de ce fait de nom particulier. On ne peut 
pas les appeler spineurs car ils ne correspondent pas 
à la définition des spineurs qui sera donnée ultérieu- 
rement, et ils sont en fait la somme d’un spineur 
positif et d’un spineur négatif. Il serait naturel de 
les appeler octanions pour rappeler leurs huit compo- 
santes ou mieux biquaternions conformément à leurs 
propriétés structurelles que nous allons examiner 
maintenant avec quelques détails. 

Nous remarquons tout d’abord, ce qui justifiera 
notre appellation de biquaternion, que, compte tenu 
de [26], on peut décomposer A selon : 


A=a+o+io +ib 
a et b étant réels, d’où : 
A=g+ig 
où q et q' sont deux quaternions. 
Cette décomposition est valable en toute généra- 
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lité et elle est unique. On en déduit immédiatement : 
1° Que l’ensemble des À a une structure d’espace 
vectoriel à huit dimensions sur le corps des réels ; 


20 Que cet ensemble À a une structure d’anneau 
puisque le produit de deux quaternions est un qua- 
ternion, donc on obtient en posant : 


& + iq 
le développement du produit A, A, selon : 
AA = (qu + iqi) (do + üqe) 
Ra Re + ii + hé) 

ce qui prouve l'existence d’une loi multiplicative 
interne. 

Nous allons maintenant prouver que les biquater- 
nions n’ont pas de structure de corps. Cherchons 
pour cela s’il peut exister un biquaternion Q + iQ” 


inverse à droite du biquaternion À = q+ig'. Il 
nous faut donc étudier : 


(a+ ig) (Q + iQ) = 1 
égalité qui exige, étant donné l’unicité de la décom- 
position de À en deux biquaternions, les deux 
égalités : 
gQ—gQ—1 
dQ+gQ"= 0. 
Comme les quaternions forment un corps, on 


déduit de la dernière équation lorsque q est différent 
de zéro : 


Qi 
d’où, en substituant dans l’équation précédente : 
Q+gg*9)Q=1. 


A=qg+igis À 
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Puisque q + g'q !q" est un quaternion, Q existe 
et d’une seule façon si, et seulement si : 


g+dg'g #0 
Alors, Q’ existe aussi et donc l'inverse : 
Q + iQ" 
et d’une seule façon. Enfin, si q — 0 et si g' #0, 
la condition 


[28 bis] 


gQ=0 
implique Q = 0 et la condition : 
—gQ=1 


définit Q' si q' # 0, d’où l’inverse iQ’ bien défini. 
En conclusion, si À # 0, l’inverse à droite existe 
si et seulement si la condition [28 bis] est satisfaite. 
Il reste done à étudier cette condition [28 bis] 
pour définir l’ensemble des biquaternions qui n’ont 
pas d’inverse à droite. Posons : 


“=qg"q 
ce qui permet d’écrire à partir de [28 bis] : 
= —]. 


Or, x étant un quaternion, on peut poser : 


X= @—ic 


où a et 6? sont réels. Alors, l'égalité 4? ——1 se 
récrit : 
2 — 6? — Qais = — 1, 


ce qui exige, 6 — 0 étant impossible puisque a est 
réel : 


a=0 et o—lI. 
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Donc, x = g-1q — 
implique : 


g+ig = q(1l+o) 


qui caractérise l’ensemble des biquaternions qui 
n’ont pas d’inverse à droite. 

On remarque que l’ensemble de ces biquaternions 
A = q(l + 6) vérifie la condition AA — 0 et sont, 
comme nous le verrons, des spineurs. 

On vérifie que ces biquaternions n’ont pas non 
plus d’inverse à gauche, ce qui prouve que l’en- 
semble des biquaternions n’a pas de structure de 
corps. 

L'espace vectoriel des biquaternions À peut être 
normé en posant : 


norme de À — ||A|| = (qq + q'q') 


io et q— — iqo, ce qui 


sb 
2 


c’est-à-dire encore : 
ITA IP = (AYo Avo)s 


où S désigne la partie scalaire, car : 


A vo = (4 + iq') vo(T + 59) Vo 
= (a+ ig) (a —iq") 
gd+gd'+id1—a1) 
que l’on réduit à sa partie scalaire, ce qui justifie 


lexpression précédente de la norme. On remarque 
encore que : 


AP = 118 + 11918 


de telle sorte que [|A] =0 implique ||g|] = 0 
et |[g'|| = 0, done A — 0, ce qui est la première 
propriété de définition de la norme. 

La seconde et la troisième propriétés de définition 
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se vérifient sans difficulté et l’on a bien prouvé que 
l’espace vectoriel des biquaternions est un espace 
de Banach puisqu'il est normé sur les réels en dimen- 
sion finie de telle sorte que toutes les normes sont 
équivalentes et qu’il est en outre complet. 

La norme précédente étant euclidienne on peut 
associer à deux biquaternions un produit scalaire qui 
vérifie l'inégalité de Schwarz. Par définition : 


A) = En + +de +) 
c’est-à-dire que : 
< Aus A2) = € Qis GD + Ci) 


Toutes les propriétés du produit scalaire sont 
aisément vérifiables (symétrie, linéarité, définition 
positive de la forme quadratique associée). 


CHAPITRE V 


ÉLECTRODYNAMIQUE 
ET PHOTON 


I. — Equations de Lorentz 


Soient F le bivecteur de champ électromagnétique 
et J le vecteur de densité de courant dans l’espace- 
temps. Les équations de Lorentz peuvent s’écrire 


comme nous allons le démontrer sous la forme simple 
de M. Riesz : 


OF =J [29] 
qui se sépare en : 
O.F=J et OaF—-0. 
Décomposons, à l’aide de [26], le bivecteur F en : 
F=E +:5H [30] 
où E et H sont des vecteurs d’espace, respectivement 


champ électrique et champ magnétique. 
Posons : 


VI] —=q—;i 
et multiplions [29] à gauche par y9. Il vient 
avec [25] : 

(@ + V)E + iH) = g—ÿ, 
c’est-à-dire : 

QE + VE + 1H + i(V.H+ VA H) = 9—j 
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et, en séparant les parties scalaire, vectorielle, bivec- 
torielle et pseudo-scalaire, on écrit les quatre 
équations : 
V.E— gq 
QE +iVAH=— 
1QH+VAE=0 
iV.H=0 
et, en introduisant le rotationnel d’espace ordinaire 
on obtient les équations de Lorentz pour l’électron 
en mouvement, ce qui justifie notre affirmation ini- 
tiale, sous leur forme usuelle : 
V.E= 4 &GE—VXH=—;j, 
40QH+VXE=0, V.H=0. 


j 31] 


IT. — Potentiels 
L’équation [29] implique la conservation de l’élec- 
tricité car : 
PF=COJ=0J+OAJ 
et comme [{? est scalaire, on doit avoir 10; 
c’est-à-dire : 


(OJ}s = (ro LYo)s = [vo 0) Jro)ls = 0, 


la lettre S indiquant la partie scalaire. 
La dernière condition s’écrit : 
[(&o + V) (a + j)ls = 0, 
c’est-à-dire : 
064 + V.j = 0, 
ce qui est la condition annoncée. 
Exprimons F comme le gradient d’un vecteur A 
dit potentiel : 
F-[A=0.A+OAA 
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mais, F étant un bivecteur : 


O.A=0 et F—[Caa. 
Substituant dans [29], on obtient : 
CFA =J 


qui est l’équation d’onde de A. Ce vecteur A n’est 
pas unique. Posons en effet : 


A'=A+ Cx 
avec [y = 0 et scalaire. On en déduit : 
A' = [JA, 


ce qui convient, et c’est l’invariance de jauge. 
Enfin, nous pouvons calculer E et H en fonction 
des potentiels. Soit : 


A%o — As + À 
F = (D Yo) (vo A) 
— (25 — V) (A — À) = E + iH, 


d’où : 
E=—0A—VA,, H—VXxA [32] 


expression des champs en fonction des potentiels. 


III. — Force de Lorentz 


On appelle force de Lorentz dans l’espace-temps 
le vecteur 


K=F.J 
Or : 
FJ=—JF=—3;(0JF—FJ) 
D'où : 


(E.J) vo = #E + iH) Jo — HE + iH). 
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Mais : 

J=a+j et Kyo =K+K, 
d’où : 


K+K=gE+E.) + i(Hj —jH) 
d’où les deux équations : 
K,=E.j 
K =GE+iHaj=qgE—-HXx) 
=Œ+jxH 


et on reconnaît en particulier la force d’espace de 
Lorentz. 


IV. — Photons 


Les équations de Maxwell dans le vide sont obte- 
nues en annulant le vecteur courant, soit : 


nF=0 [33] 
et nous en cherchons des solutions planes en posant : 
F(x) = f exp i(k.x) 


où f est un bivecteur constant et k — k#+, un vec- 
teur constant. De [] = ÿ#8,, on déduit : 


OF = y#f 0, exp i(k.x) = y“ ifh, exp i(k.x) 


F = kif exp i(k.x) 


puisque les scalaires k, commutent avec tous les 
produits de vecteurs. D’où, à l’aide de [33], kf — 0 
et donc y5kf = 0, c’est-à-dire : 


G—k) f = 0 [34] 
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de telle sorte que, en multipliant à gauche par 
k, +k, on obtient : 


(—k)f—= 0, c’est-à-dire = k?. 
Pour obtenir d’autres renseignements sur ces solu- 


tions monochromatiques, décomposons f en e + ib 
et substituons dans [34], ce qui donne : 


(ko — k) (e + ib) = 0 
ou 
koe + ikÿb = k.e + k 4 e + i(k.b) + i(k À b). 
Séparons les parties scalaires et pseudo-scalaires, 
où : 


ke—0, k.b— 0 


d’ 


qui montrent que les champs sont tous deux perpen- 
diculaires à la direction k de la propagation. Il reste : 


ke + ikb=kae—k X b, 


d’où : 
ke=—kXxb 
bb=kxe 


qui montrent que e et b sont perpendiculaires et que 
k est perpendiculaire à e comme à b, tandis que 
e = h?. 

On 2 ainsi retrouvé toutes les propriétés de l'onde 
monochromatique. 


CHAPITRE VI 
TRANSFORMATION DE LORENTZ 


I. — Rotation de lespace-temps 


Soient x un vecteur d’espace-temps et x’ son 
transformé dans : 


# = Ra [35] 
où R est un biquaternion tel que : 
R=R, RR—1. 


Un vecteur d’espace-temps est caractérisé par les 
deux relations : 


1 en ! mt RP 

x'—=RIR——x et F'—RFR— «. 
Donc x’ est un vecteur. Calculons : 

x'2 = R«RRxR = RAR — x2. 


La transformation définie par [35] est donc une 
isométrie. De plus, tout x’ est l’image d’un seul x 


défini par : 
Rr'R =», 
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La transformation [35] est donc bijective. Comme 
en outre elle conserve le sens de la base puisque : 


œ 


RER = RyoY2YsR = à 


c’est une rotation d’espace-temps ou rotation de 
Lorentz. 


IT. — Décomposition canonique 
des rotations 
Nous démontrons tout d’abord le théorème : 
Il existe un bivecteur B tel que R — exp B, ou 
R=—expB si B?—0. 
Puisque R est pair, on écrit : 
R=S+W+P [36] 
où S est un scalaire, W un bivecteur et P un pseudo- 


scalaire. Or, d’après le théorème du chapitre IV, il 
existe, si W2 0, des scalaires S, et S, tels que : 


W = (S, +iS,) w, 
u? étant réel. 2 
Ecrivons la condition RR — 1, soit : 
(S + Siw + iS,w + P) 
(S — Siw —iS,w + P) — 1, 
c’est-à-dire : 
(S + PJ — (5, + i8) a = 1 


et, en posant P — ip: 
Les (S3 — S2?) w? — 1 
Sp — S,S,u? = 0, 
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Prenons w°=p et S—S,S,. Il reste la seule 
condition 


SES — p° + (Si — Si) = 1 
qui s’écrit : 
(Si+ uw) (S— w) = 1 B7] 
Supposons p>0, ce qui ne restreint pas la 


généralité puisque — p figure au premier membre 
de [37] et posons pour vérifier [37] : 
S,=cosw, w—=sinw 
avec w,—= Àw et À réel [38] 
S=chw,, w—shuw, 
avec w,—= uw et 1 réel [39] 
En calculant les sinus et les cosinus à l’aide de leurs 
développements en série, on obtient les équations : 


Vp=sinAxVr, Vp=shuyp 
qui déterminent À et pu, et : 
S—cos1Vp, S,=chuVp 


qui déterminent $S, et S,. 
Done : 


Su + iw = expiw,, S, + w = exp 4 


et, comme w, et w, commutent comme colinéaires 
à w : 
R=S,5, + (S, + iS2) w + ip 


= exp iw, exp w, = exp (iw, + w;) 


c’est-à-dire : 
R=expB avec B—w,+ iv, = (u + i)w 


et w? positif, 
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On peut donc poser : 
= (0 + iv) b 


avec 0, @ réels et b bivecteur de carré 1 et l’on 
obtient en définitive la décomposition canonique 
de R avec : 


R=(ch60+6sh6)(coso+ibsine) [40] 


ete; 
Reste le cas W?—0. Alors (S+P}—1 
implique : 
S—p=l et Sp=0. 


Il faut p = 0 et donc S— +1 
Si S= 1, R=1-+ W — exp W puisque W2= 0 
et R— exp B avec B = W. 
Si S——1: 


R=—1+W—=—(1—W) = —exp(— W) 
et R— —exp B avec B — — W. 


III. — Transformation spéciale de Lorentz 
On retrouve cette transformation avec la rotation 
temporelle : 
ch 46 + 6, sh 40 
car [35] s’écrit alors : 
x'= (ch 40 + o, ch 46) x(ch 40 — 0, sh 30). 
Posons : 
a = Yoct + VX + YY + SZ 
=yoct+yZ+u 
a = yo + VX + YY + 7 
= Yoct + YZ' + uv 
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les notations u et u’ se comprenant d’elles-mêmes. 
Comme u commute avec 64 tandis que Yoct + y°Z 
anticommute, on obtient : 
a = (ch 10 + 04 sh 40) (u + yoct + y5Z) 
(ch 50 — 63 sh 40) 
a'=u + (ch 0 + 64 sh 0) (yoct + y?2) 
=u + yo + y32". 
Donc w'=u et : 
Yo + V2 = (ch 6) Yoct 
—YoZsh0 +y;ctsh0—,Zch0 


ainsi que les formules : 
Rx 
DR e 
Z' —Zch6—ctsh 6 
ct —=cich6ô—7Zsh0. 


Nous récrivons les deux dernières : 
Fe = ch 0(Z — ct th 6) 


# = ch0(— Zjc th 6) 41] 


L’argument @ étant constant : 
Z=cth0, X—Y—0 


impliquent Z'= X’— Y'—0, ce qui indique une 
translation rectiligne et uniforme des axes accentués 
d’espace le long de l’axe des Z. 
Ainsi la vitesse réduite v/c est égale à th 6, et la 
condition v? < c? s’en déduit immédiatement. 
De plus : 
ch6ô=(1—th20) 


us R 
2 


= (0e) À 
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et les formules [41] ne sont autres que la transfor- 
mation spéciale bien connue de Lorentz-Einstein, 
l'interprétation physique de l’argument 0 étant ainsi 
bien établie. 


IV. — Champ électromagnétique 
De la même façon le bivecteur F de champ se 
transforme suivant : 
F—RFR—E Li 
d'où : 
E'+iN =R(E + H)R. 
On pose E— E(E,,E,,E,) et des expressions 
analogues pour H, E’, H', d’où : 
E = E, 
et 1H = EH,0,03 + H,o3o + Ho,c, 
H=H, 
et Eo+E,o + Ho20s + Hoi = 
(ch 6 + oysh 0) (E,oi + Eos + Ho,03 + H,036:1) 
ce qui conduit au système : 
E; = ch O(E, + v/c H,) 
E, = ch 0(E, — v/c H,) 
H; = ch 0(H, —v}cE,) 
H, = ch O(H,—vcE,) 


qui sont bien les formules usuelles de transformation 
des champs éleciromagnétiques. 


CHAPITRE VII 
SPINEURS 


Une algèbre &, de Clifford sur E, a toujours une 
structure d’anneau. Il existe en effet un groupe 
additif abélien par suite de la structure d’espace 
vectoriel de l’ensemble de ses éléments et une loi de 
multiplication extérieure, non commutative en géné- 
ral mais distributive par rapport à l'addition. Il 
existe pour ces anneaux des idéaux et on appelle 
spineur tout élément d’un idéal dont les éléments 
sont obtenus à partir de l’un d’entre eux bien spé- 
cifié par multiplication à gauche à l’aide d’un élé- 
ment quelconque de €. L'idéal principal obtenu en 
changeant l’ordre des deux facteurs dans le produit 
est l'idéal droit conjugué et un de ses éléments est 
appelé spineur conjugué. 


I. — Spineur de Pauli 


Choisissons un vecteur unitaire o, et soit Ÿ’ un 
élément de &,. On dit que Ÿ est un spineur positif 
si Vos = Ÿ, et un spineur négatif si Vo, = —Y. 

Etant donné un nombre Y quelconque de &,, 
on peut toujours lui associer un idéal principal 
gauche de spineurs positifs en prenant comme élé- 
ment particulier : 


Vi = EP(1+ a) 


SPINEURS 63 
car : 
Fos = EVIL + oc) os =, 


et un idéal principal gauche de spineurs négatifs en 
posant : 


car : 
Vos = EL — 03) 63 = —Y_. 
Comme : 


P = EY(L + où) + EPL — 03) = Y, +, 


on voit que Ÿ est la somme d’un spineur positif et 
d’un spineur négatif. Ces deux idéaux sont indépen- 
dants. Il suffit pour cela de prouver que : 


AP, +uY_—=0 
implique À = 0 et pu — 0. Multiplions légalité pré- 
cédente à droite par 63. On obtient : 

XP, —uT_=0 
d’où, par combinaison simple : 

AY, =0, uY_= 0, 
c’est-à-dire À — 0 et = 0 puisque Ÿ, # 0 et 
SNEANLE 

Déterminons une base de Ÿ', et de Ÿ°_. Pour cela, 


nous décomposons un élément Ÿ de €, sous la 
forme : 


P= a + Go 


(k, indice de sommation sur 1, 2, 3), a, et a, étant la 
somme d’un scalaire et d’un pseudo-scalaire 
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Développons : 

Fi 4(00 + &0) (1 + 63) 

= (00 + 43) (L + 63) + (00 + das) (1 — 63) 61. 
Les nombres de Pauli L+o, et (1—06:)0, 


forment une base de W,. De même l—6, et 
(L + 63) &, forment une base de W_. 


II. — Spineurs de Dirac 


Si @ est un d-nombre, on pose : 
qu = ho(l+ a) sibienque po = 9 
et +, est un spineur positif. 
On pose : 
= +p(l— 03) sibien que 03 = —p 


et @_ est un spineur négatif, 
De : 


= EE(L + 03) + Ep(l — 03) = p4 + p 


on déduit que w est la somme d’un spineur positif et 
d’un spineur négatif. On démontre comme précé- 
demment que ces deux idéaux sont indépendants. 
Il existe en outre une décomposition de @, et de o_ 
en parties paire et impaire en posant ® = ® + yYo 
où O et y sont des nombres de Pauli. 

Donc : 


P+ = (1 + 63) 
= 50(1 + 03) + EYo(1 + 63). 
Or D=D,+D, y— y; +y, d'où: 
P+ = (D, + D) + (D, —D) 


J } 


EF 5Qu + 247 Yo + X- + %+) vo: 
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En définitive, on obtient : 
P+ =D} + XV [421 
De la même façon, on trouverait : 
p= = D_ + %4 Yo» 


ce qui relie spineurs de Dirac et spineurs de Pauli 
par l'intermédiaire du vecteur temporel y,. 

Si @ est un biquaternion, il est la somme d’un 
spineur positif et d’un spineur négatif. Or l’ensemble 
des biquaternions est, comme on l’a vu, en bijection 
avec l’ensemble des spineurs matriciels de Dirac. 
Cette bijection conserve la structure d'espace vecto- 
riel sur les réels mais non la structure d’anneau des 
biquaternions puisque le produit de deux spineurs 
matriciels de Dirac n’est pas défini. Ceci montre bien 
que l’on ne peut appeler spineurs les biquaternions 
les plus généraux. 

On remarque enfin que si le biquaternion © 0 
est un spineur il vérifie la condition 9% — 0 comme 
tout spineur et que, en conséquence, ® ne peut 
s’écrire sous la forme canonique [28] faisant inter- 
venir une rotation de Lorentz. 
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CaapirRe VIII 
THÉORIE DE DIRAC 


I. — Equation de Dirac 
C’est l’équation : 
= (mPy0 + eAT) v2v: [43] 


les y, étant les vecteurs d’une base fixe (Z), À le 
potentiel-vecteur est un vecteur d’espace-temps tan- 
dis que m et e sont reliés simplement à la masse 
propre et à la charge de l’électron. La fonction 
inconnue Ÿ est un biquaternion, c’est la fonction 
d’onde. 

Il faut montrer que cette équation vectorielle est 
équivalente à l’équation matricielle usuelle. Pour 
cela remplaçons tout d’abord les vecteurs par les 
matrices qui ont été définies au chapitre IV par les 
relations [22] et remarquons que u étant la matrice 
unicolonne définie par [23] dans ce même chapitre, 
ces matrices vérifient les relations : 


Yu=u YYUu=iu [44] 


i’ étant toujours l’imaginaire usuelle. En effet, les 
deux relations précédentes se développent suivant : 


LRO SONO) 71 1 
0 1 o ol fol do 
0 0 —1 0} lo} |o 
0 0 o —1 \o 0 
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ÿ 0 0  O\ /l 1 
00e 0 ON. 110 
0 o > oo} lol" {of 
OO 0e cn 0 


Multiplions ensuite à droite les deux membres 
de [43] par u et posons : 

D=E(T) = Vu [45] 
la transformation (&) étant la bijection linéaire 
définie au chapitre IV. 

L’équation [43] devient, compte tenu de [44] : 


C1 ® = (m®D + eAdD) i’ [46] 


Si e— est la charge de l’électron et m, sa masse 
propre, on pose : 


h étant la constante de Planck et c la vitesse de la 
lumière. 

L'équation [43] devient avec um = 0,1,2,3 et 
k— 1,2,3, indices de sommation : 


_ 
D®= (ume+x TA) ® 


ou encore avec À = À,y# — At, (donc A, — A° 
HAN — Ar) OU F 1 


8 e 
L2 done re AoYo 


— (« = Ary. + Y a.) — me] D—0; 
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multiplions ensuite par ÿ, à gauche, ce qui conduit 
a 


El Ca eg 
Ê ue En (roro tee Ayo) 


— rame | D—0 [47] 


Comme (5) = 1 et y#—1, les matrices 
de [47] vérifient les conditions de Dirac et [47] est 
bien la forme usuelle de cette équation. 

Il résulte de cette étude qu’à tout biquaternion , 
solution de [43], il correspond par (8) une matrice 
unicolonne ® à éléments complexes, c’est-à-dire un 
spineur de Dirac, solution de l’équation matri- 
cielle [47] écrite dans la même base (Z) de telle sorte 
qu’à toute solution vectorielle de [43] il correspond 
une solution matricielle [47]. 

Il faut maintenant prouver, pour achever la 
démonstration de l’équivalence des équations [43] 
et [47], qu’à toute solution matricielle ® de [47] on 
peut faire correspondre une solution vectorielle 
de [43]. Soit donc ® une solution de [47] écrite dans 
une base (Z). Il lui correspond par (81) un biqua- 
ternion Ÿ. Désignons par {y} les vecteurs de (Z) 
tels que : 


= v=—1 
et posons : 

C= 0 — (M Ty + AT) Y2vi 
avec les notations précédentes. Remplaçons ensuite 
comme précédemment les vecteurs {y} par les ma- 
trices définies par les relations [22] du chapitre IV 


et formons Cu en posant toujours ® = &(Y), 
selon [45]. 
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On obtient : 


Cu ® (me + x = a) ®. 


Or le second membre est nul puisque ® est solu- 
tion de [47] et donc : 


Cu = 0. 


Mais C est un d-nombre impair de Dirac et nous 
avons vu que : 


Cu = 0 impliquait C = 0. 


Il en résulte que Ÿ = &—1(®) est solution de 
l'équation [43] écrite dans la même base que l’équa- 
tion matricielle [47]. Ainsi l’équivalence annoncée 
est bien prouvée et l’on doit pouvoir décrire tous les 
résultats de la théorie de Dirac à l’aide de l’algèbre 
vectorielle. 

Notons enfin que, dans toute la suite, le pseudo- 
scalaire unité, c’est-à-dire la matrice Y;, sera tou- 
jours désigné par i, ce qui ne pourra pas conduire à 
des confusions avec l'imaginaire usuelle toujours 
notée 7’, le cas échéant. 


IT. — Grandeurs de champ 


Les potentiels sont définis sous invariance de 
jauge et [43] doit donc aussi être invariante de 
jauge. Or si l’on effectue sur À la transformation de 
jauge A’ = A + []y avec = 0, on constate 
que [43] reste inchangée si l’on remplace Ÿ par : 

W' = Y exp io,ex 


car : 


D Y" = (DIF) exp io, 
+ e(01 x) Tics exp iosex 


70 L'ALGÈBRE VECTORIELLE 


et il suffit de remplacer dans [43] À par A’ et Y 
par Ÿ” pour le vérifier. 
Les grandeurs de champ étant des nombres de 

Dirac g(d) on peut écrire : 

g() = vaY 
et calculer d à partir de g(d) supposé connu, mais 
ces grandeurs doivent être définies sous invariance 
de jauge, ce qui exige : 

w'ag = exp io,ey d'exp —ioexŸ =YaY 


condition équivalant à la commutation de d avec 
103. De plus, les grandeurs de champ étant réelles 
ne doivent pas être distinguées de leurs duales, si 
bien, en définitive, que l’on ne doit retenir que les 
seuls produits de vecteurs suivants de la base de €, : 


1, Yos Y1Y2» Yes à 


Nous avons toutefois conservé 1 et à qui sont duaux 
car nous n’interpréterons que leurs parties scalaires. 
Ces nombres définissent les grandeurs physiques 
suivantes (1) : 


— le scalaire Q — (FT), et le scalaire O— (iT 85 
— le vecteur courant J, = Pro T; 
— le bivecteur F = Yy,%,%Ÿ'; _ 
— le vecteur d'espace ou spin J,= Vy,Y = 5. 
Interprétons la forme [28] de Ÿ, soit : 
te of (exp #18) R. 
Comme R est une rotation de Lorentz, elle définit 


en chaque instant-point x de l’espace-temps une 
base propre e,, à partir des y, par : 
æ 


e, = Ry,R [48] 
(1) C.R. Acad, Sc. Paris, 1968, t. 267, série B, p, 1551. 
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Cette base est dite propre parce que la vitesse 
d’espace y est nulle. En effet, le vecteur e, est inter- 
prété comme la vitesse d’univers. Or : 


= RoBRYR = y = 1 


et par conséquent la composante spatiale de eç, 
donc la vitesse d’espace, est bien égale à zéro. 

Quant à p, il définit la densité de la probabilité 
propre de présence de l’électron au point x, tandis 
que B est un angle égal à l’angle de Takabayasi (1) 
qui sera interprété ultérieurement. 

En tenant compte de [48] on peut encore écrire 
les grandeurs de champ : 


Q = p cos B, Q= — psinf, Jo = Pe 

F = p(exp if) ee = — Oezes — iQezey 

Ja = Pey [49] 
On définit ainsi deux vecteurs d’espace, e et h, 


densités de moments électrique et magnétique, à 
savoir : 


= — Oeysey, h = — Qese. 
La densité de spin est le vecteur d’espace : 
6 —= Sep = ezepe 

La vérification des relations de Pauli-Kofink se 
fait sans difficulté et en comparant avec la théorie 
usuelle de Dirac, on obtient l'interprétation phy- 
sique suivante : 

10 J, est le vecteur densité-flux, F la densité des 
moments électrique et magnétique par l’intermé- 


diaire des vecteurs e et h après multiplication par 
le magnéton de Bohr B : 


B = e-hjärmçc = ehc/Arm 


(1) Ibid. 
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et s est la densité de spin après multiplication par 
h/4x, l’électron ayant ainsi un spin un demi en 
unités h/2r. 

29 Ces densités doivent être intégrées dans l’es- 
pace pour obtenir les valeurs moyennes de la gran- 
deur physique considérée. Ce sont ces intégrales qui 
ont un sens physique précis mais ce sont les densités 
qui ont les variances relativistes. En particulier, la 
fonction d’onde doit être normée en intégrant la 
densité par rapport à la base fixe dans tout l’espace, 
ce qui, avec la condition [].J,—0 qui sera 
démontrée ultérieurement, assure la persistance de 
cette normalisation au cours de l’évolution du 
système. 

39 A la base propre nous associerons les quatre 
vecteurs : 


J, = pe 


mais seuls J, et J, sont définis sous invariance de 
jauge. Nous calculerons ultérieurement les diver- 
gences de ces vecteurs et nous montrerons que la 
connaissance de leurs rotationnels permet de ré- 
soudre les problèmes généraux de la théorie. 


III. — Ondes planes 


Il est toujours intéressant d’écrire les solutions en 
l’absence de champ de l’équation : 


OT = mPYove Yi [50] 
Elles sont de la forme : 
= ou exp i03p.x [51] 


où p est constant et w une rotation constante de 
Lorentz, le vecteur constant p étant défini par : 


P= MU = Meg = p,v" [521 
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Il suffit pour le vérifier de calculer : 


ES p? y# 0, (u exp ic3p.x) 


= pÀ yeu 8, (exp issp.x) 


puisque u est constant, mais : 
d,(exp io, p.x) = d,(cos p.x + io, sin p.x) 
et p.x = px, 
d’où : 
d,(cos p, x" + io, sin p, x#) 
= py(— sin p.x + io, cos p.x) 
= p,io3(cos p.x + io, sin p.*), 
puisque (io3)? = — 1 et, en définitive : 
2,(exp 163 p.x) = pyios exp ioz p.x. 
Il suffit maintenant de remarquer que p,, qui est 
scalaire commute avec w pour écrire : 
Bin yep, uiG3 EXP 103 p.% 
ë 


= p* puis EXP io3p.%. 
Donc F+ vérifie [50] si, et seulement si : 
4 . . L . . 
p* pui, exp ic, p.x = mp? u(exp is p.x) Yoicz. 


Or y commute avec io, et, en multipliant à 
droïte par exp — io,p.x, on obtient : 


Puioy = MUYo103 
d’où : 
ue 
pu = muy, et p—=muyu 


puisque uù = l, ce qui est bien [52]. 
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La vérification annoncée a ainsi bien été faite, 
mais il existe aussi des ondes planes solutions 
de [50] qui s’écrivent sous la forme : 


Lo of ui exp — iogp.% [53] 


comme on peut le constater en opérant d’une façon 
analogue. Par suite du changement de signe de- 
vant p, ces ondes correspondent à la valeur — m et 
par conséquent à la valeur négative —m de la 
masse propre. Elles sont pour cela dites à « énergie 
négative », et elles forment avec les ondes planes à 
énergie positive un système total, c'est-à-dire tel 
que l’on peut développer une solution quelconque de 
léquation de Dirac à l’aide d’un développement 
convenable d’ondes planes à énergie positive ou 
négative. 

Si enfin on compare [51] et [53] à la forme [28] 
on remarque que, dans [51], 8 — 0 tandis que, 
dans [53], 6 — x, ce qui suggère une interprétation 
du 8 en liaison avec le signe de l’énergie, mais il est 
nécessaire de revenir sur cette question dans le cas 
général, c’est-à-dire en présence d’un champ. 


IV. — Méthode de la base propre fixée 


L'existence d’une base propre permet d’envisager 
l'introduction et l’utilisation d’un repère propre fixé 
choisi comme base des {y,} et d'étudier en un 
instant-point O, choisi d’ailleurs arbitrairement, la 
déformation locale du repère. Cette méthode, qui 
ne peut être envisagée que dans l’interprétation vec- 
torielle de l’équation de Dirac et qui est donc spéci- 
fique de cette interprétation, se révèle très adaptée 
à l'étude des problèmes généraux de la théorie. 
Cette déformation locale de la base introduit le ten- 
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seur de rotation Q dont les composantes Q, sont 
déterminées par : 


Q, = 2(,R) À. 


Nous verrons que la connaissance des rotationnels 
de la base propre détermine complètement ces Q, 
et, par voie de conséquence, le tenseur de Teirode qui 
joue un rôle important dans l’étude des problèmes 
généraux. 

Choisissons donc l’origine (x — 0) en un point O 
d’ailleurs arbitraire, ce qui assure la portée générale 
des résultats, et écrivons l’équation [43] de Dirac 
en prenant comme base fixe (1) la base propre { y, } 
en cet instant-point O. En un point différent de O 
(x # 0) les vecteurs e, de la base propre sont tou- 
jours définis par [48], c’est-à-dire par : 


e, = Ry,R. 

D'une façon générale, nous noterons constamment 
avec l'indice 0, pour plus de clarté, les valeurs des 
grandeurs physiques à l’origine O de telle sorte 
que Y,—(e)) puisque {y,} est la base propre 
en O et nous noterons donc R, la rotation de Lorentz 


qui fait passer de la base propre {y,} à la base 
propre {y,}, donc R,=1. 
Nous posons maintenant : 


R = S exp Y:Y10 [54] 
où a est un scalaire nul en O (donc a, — 0) et qui 
sera précisé ultérieurement. De RR — 1 on déduit 


SS—1 et, comme S—S puisque R—R, on 
sait qu’il existe un bivecteur B tel que : 


S = + exp B. 


(1) Comptes rendus Acad, Sc. de Paris, 1975, t. 280, série À, p.299, 
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Donc, si B?40, il existe un bivecteur b de 
carré 1 et des scalaires 0 et o tels que : 


S = (ch 6 + b sh 0) (cos o + ib sin œ). 
De R,;= 1, on déduit : 

(ch 6 cos o), = 1 

(sh 6 sin ph, = 0 
d'où 0, = 0 et p, = 0 à 2x près. De plus, S est la 
somme d’un scalaire S,, d’un bivecteur S,, d’un 


pseudo-scalaire S,. 
Or, S; = ch6 cosp et donc : 


(8: 51)0 = (2, 6)o Sh 09 C0S Po 
— (2, #)o (ch 8 sin 90) 
done (8,51), = 0 et ([]S:)o = 0. 
De même, S, = ish6sinv et: 
(2 Ss)o = (24 8)o ch 65 Sin Po 
+ (2, )0 sh 6, cos # 
done (2,S:)o = 0 et (O1 Sso = 0. 
En conséquence : 
(ES) = (0 S2)o [55] 
et, comme S, est un bivecteur : 
(O:S)e = (O1: S2)o 
est un vecteur et : 
(0 4 Sh = (0 À Sao 


est un trivecteur. 
De même, si B?— 0, on obtient en développant 
l’exponentielle de B : 


S=+(7+82) 
& (0S) = + (0 Bh = (0 S2o- 
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Calculons maintenant [] R. On obtient à partir 

de [54] : 
DR = ([$) exp vi 

+ YS(0 a) vai XP Y2V18 


et, comme Ô,a est scalaire, il commute avec S. 
Donc : 


(OR) = (OS) exp ve 
+ (0 a) Svevi EXP Y2Y14 
d’où au point O où S, = 1 : 
(0 Rh = (0 So + (O1 4) Y2vi: 
Prenons maintenant : 
(O1 &)o = miyo cos Bo + As, 
À, étant le vecteur potentiel en 0. 
Il suffit de choisir Le scalaire a avec : 
a = (m cos B, + eA$) x, 
+ eAdx, + eA2x, + eAîx,. 
On a bien aÿ = 0, et l’on a posé : 
A— Aty,. 
Nous substituons ces définitions et ces résultats 
dans l'équation [43] de Dirac où nous prenons Y 


sous la forme canonique de la fonction d’onde, 
c’est-à-dire sous la forme : 


V = pÀ (exp 4i8) R. 
Donc : 


OF ={0(pexpiB)}}R + of exp—HiB(CIR) 
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car [] anticommute avec i. D’où : 

OY = (0 6? exp 4i8) S exp Yav10 
+ pŸ exp — HB(CI S) eme 


+ pf exp — Hi8(0 a) Svev Exp Yai8. 
Formons C— (J'Y) exp —Y:y18 d’où : 
4 ; 
C = [D p*(exp #18) S] 


2, e exp — #i@(m cos fo) YoSYa Yi 


+ e 
+ pŸ exp — 318 (eA0) SreYi 
Calculons également G à partir de l’équation de 
Dixrac, ce qui donne : 


C= mp (exp #if) SYovavi 
+ eAp}(exp 4if) Syavs- 
Nous obtenons ainsi l'égalité : 


[C1 eŸ(exp #18) S] 
— mpË(exp — #i8) [(exp 18) Svo 
— (cos 80) VoSl ve Yi 


 ep}(A — As) (exp 458) Svava [56] 


et nous avons ainsi mis en évidence dans l’équation 
de Dirac le potentiel-vecteur en O. 

Passons maintenant à la limite en O, c’est-à-dire 
écrivons les relations locales entre les grandeurs. 
On obtient : 


(01 6Ÿ exp 4i8S)o 
= — mpË(exp — Hifo) (sin Bo) vs [571 
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Développons le premier membre. On obtient : 


(© 6)0 — épo(01 Bo + 2p0(E1 S)o 
à —— Pmipolsin Be | 157 bis] 


équation qui se décompose dans ses parties vecto- 
rielle et trivectorielle en : 


(O 6)o + 260(01-S)o = — 2mpo(sin Po) Ys [58] 
— (0 Bo + 2(0 4 So = 0 [591 


s 


Ces équations sont tout à fait analogues à celles 
de Lorentz et même identiques si 6 — 0 (ou x) au 
point O et au voisinage, le bivecteur de champ étant 
alors S, et le vecteur courant — 4([] p)o Po” * 

Nous pouvons maintenant calculer les vecteurs 
gradients de la base propre en O, c’est-à-dire les 
(O1 eo et ensuite les (O3 J,)o, c’est-à-dire les gra- 
dients des vecteurs courants. 

En effet, de : 


De = D RrË) = D (5x5), ’. 
= (DS) %$ + Y*Svo(2,S), 


on déduit : el, 
(© €0)o = (O1 Sovo + Y*Yo(2 S)o- 
En écrivant : 

+#0(2 8) = — Yo S)o + 2(28)0 
on obtient : ” e 
(© 60) = (0 So Yo — Yo(E1 Sho + 2(205)0 
mais, comme s$ = 1 implique : 

(2,5)S + 5(8,9) = 0 
et done : 


(8,5) = — (2,8) 
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on écrit en définitive : 
(© 60)o = (E1 Sho Yo + Yo(L1 S)o — 2(8S)o 


c’est-à-dire, compte tenu de l’expression du produit 
scalaire : 


(© e0)o = 2Y0- (01 S)o — 2(80S)o 


équation qui se décompose puisque (2% S)o — (20 S2)o 
est un bivecteur en : 


(1: €0)0 = 2Y0:(11-S)o 
et (D 4 0)o = 2Yo- (01 A So — 2(@ So 
Le caleul de ([Jes)ÿ est tout à fait analogue 
puisque : 
Gps) Rs É Sys5 

Ya commutant avec ÿ2Y1. On écrira donc : 

(D:e3)o = 2s.(0:S) 

(E 4 63) = 2Ys- (01 À So — 2(83S)o- 


Par contre, les calculs de ([] e), et de ([] e2)o sont 
un peu différents car : 


e = RAR = S(exp 2:Y10) :S. 
Donc : 
(C1 e1)o = (E So vi + 2(0 @)o Ye Yi Yi + 
+ vEY1(2 S)0o 
c’est-à-dire par des transformations analogues aux 
précédentes : 
(D e1)o = 2Y1- (01 So — 2(2 S)o — 2(0 a)o Ya 
équation qui se décompose en : 
(Oe5)o = 21: (01-S)o — 2(0 4) va 

= 21. (0.5) + 2eAÿ 
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et (1 À eo = 2v1-(0 A So 
— 2(815)o + 22 À (0 8)o- 
On calcule de façon tout à fait analogue ([] eæ)o 
et l’on obtient : 
(O:e2)o = 2v2-(0-S)o + 2(0 ao vi 
c’est-à-dire : 
(O-e2)o = 2y2.(01-5)o — 2eÂÿ 
et de même : 

(D 4 e2)o = 2Y2- (01 À So — 2(825)o 

— 2%1 À (D 4)o- 
Tous ces résultats (1 — 0, 1, 2, 3) peuvent être 


résumés dans deux formules générales. 
Pour les divergences, on écrit : 


(0 -u)o = 2yu-(0 +S)o 5 2ei(ys À Yo À Yu À A)o 
le dernier terme étant évidemment nul pour p = 0,3. 
Pour y — 1, son calcul donne 2eA5, pour u = 2, 


on trouve — 2eA?, ce qui est satisfaisant. 
Pour les rotationnels, on écrit : 


(O1 4 eo = 2Yu- (01 À S)o — 2 (24 S)o 
+ 2i(vu À Yo À Ya) À (CO &)o 
le dernier terme étant donc nul pour p = 0,3. De 
plus : 
2(Y1 À Yo À Ys) — 22 


2i(Ye À Yo À Vs) = — 21 
ce qui justifie l'expression précédente de ([] 4 &)o 
pour u=— 1,2. 


De ces résultats nous pouvons déduire les diver- 
gences et les rotationnels des vecteurs courants car : 


(0 J,)o = (© pe)o = (D e)o ru + pol eu)o 
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d’où, pour les divergences : 

(0.3) = ( P)o-Yx + Po(E:€4)0 
et nous calculons le premier terme du second mem- 
bre en multipliant scalairement [58] par y... D’où : 
(O:.J)o = — 2m(sin Bo) Ys:(Ju)o 
+ 2eils À Yo A (Ju)o À Aol [60] 
On retrouve pour  — 0 la condition de conserva- 
tion de la normalisation puisque : 
(0: Jo) = 0 
et pour = 3 la formule d’Uhlenbeck et Laporte 
relative à la divergence du vecteur courant de spin : 
(O3) = 2mpç(sin Bo). 
Quant à la formule générale des rotationnels elle 
s'écrit : 
(0 4 Jojo = (D p)o A Ye + (u)o-i([1 B)o 
— 2102 S)o + 2(E &)o 4 TJ u)o À Ya A Yol [61] 
et, en particulier : 


(0 4 Jojo = (E2 p)o A Yo + Po Yo 2(0] Bo 

— 2p0(20 S)o 
et une formule analogue, aisée à écrire, pour 
(O1 4 Jso> puisque le dernier terme de [61] est 
alors nul. 

Cette formule contient les (2,S), mais on peut 
les éliminer en multipliant [61] par y" et en faisant 
ensuite la somme sur p, ce qui introduit ([] S), au 
second membre, que l’on éliminera avec l’équa- 
tion [57bis]. Il faut alors calculer au second 
membre : 


YT(E p)0 À Yulo 
= Y[(C p)o À Yulo + Y* A (© p)0 À Ye 
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mais le dernier terme est nul et : 
Y#.[(0 6)o 4 Yu)lo = [*:(01 p)ol Ya — 40 eo 
= (2 p)o Y* — 4(0] 6)o 
c’est-à-dire en définitive : 
YO 6) À Yale = — 30 po 
Il faut ensuite calculer 
Y#LeoY4- (1 Bol 
qui se développe suivant : 
Y%. [eo vu-i([1 Bol + v# A Leo Yz-ë(C] Bol. 
Ici le premier terme du développement est nul et 
l’on calcule le second en développant i([] 8), puis 
en calculant le produit scalaire du crochet, successi- 


vement pour = 0,1,2,3) et en sommant ensuite 
sur u. Tous calculs faits, on obtient : 


Y#Lb0 Y «(C1 Bol = 3ipo(C1 B)o- 
Reste encore à former pour w = 1,2: 

2#{(01 &)o À É{(Ju)o À Ys À Vol 
et l’on trouve : 

2p00A3v1 — 2602À5 Ya + 4p0Y2 À Yi À (TI a)o- 
Finalemant on substitue tous ces résultats dans [61] 


préalablement multipliée par y“ et on trouve en 
sommant : 


VE 4 Jy)o = — 2(0 6)o + 20(03 Bo 
+ 2mp0Ys Sin Bo + 200 6A 5 Y1 
— 2epo Aya + 4poYs A YA (Ca) [621 
Cette équation se décompose naturellement dans 


ses parties vectorielle et trivectorielle qui fournissent 
ainsi deux équations concernant les rotationnels des 
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vecteurs courants, ce qui complète de façon nouvelle, 
grâce à l’algèbre vectorielle, les résultats connus sur 
les divergences. 


Gradient des champs fins. — Si on laisse de côté 
le facteur numérique égal au magnéton de Bobr, le 
bivecteur f des champs fins s'écrit, comme il a été 
dit : 


= nn = e(exp if) eee. 
On calcule son gradient en formant la quantité : 
[D p(exp if) e1e2lo 


à l’aide des méthodes précédentes, ce qui ne présente 
pas de difficultés particulières. On peut ainsi cher- 
cher à quelle condition ces champs fins, densités de 
moments propres, vérifient les équations de Lorentz. 
Pour cela, il faut et il suffit que la partie trivectorielle 
de l'expression précédente soit nulle. Le résultat, 
assez compliqué dans le cas général, se simplifie 
nettement si 8 — 0 (ou x) au point O et au voisi- 
nage. Cette condition nécessaire et suffisante s’écrit 
alors : 


(O1 po A Y1 A Ye — PoYe A (EI A &1)o 
— PoY1 À ( À €2)o = 0 


et l’on peut alors calculer le vecteur courant. 


Tenseur de rotation. — Ses composantes s’expri- 
ment aisément en fonction des rotationnels de la 
base propre. En effet : 


(ue Ro = (2, 5)o + (CA &)o Y2Y1 
et, comme : 


(Q)o = 2(24 RJo 
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on obtient, en utilisant aussi [59] : 
(Q)o = Ya-i(0 Bo + 2i(vu À Yo À Y3) À (C1 a)o 
+ 2(2, a)o YaY1 — (Ù A eydo 


et, en particulier : 
(Qo)o = Yo-i(E1 Bo 
+ 2(m cos Bo + eA$) Yav1 — (1 À 60)o 
(Q@s)o = Ys-i(0 B)o + 2eA$ Yi ve — (OÙ à 650 


V. — Accélération 


La méthode de la base propre fixée permet aussi 
le calcul de l’accélération d’espace-temps qui s’écrit : 
(8020) = Leo(Rvo R) lo = [éo(SYoS)lo 
= (2S)o Yo + Yo S)o 
= (2S)o Yo — Yo(20 So 
d’où : 


(80€o)o = — 2Y0- (20 S)o- 


4 Utilisons le résultat concernant ([] 4 eo): c’est-à- 
ire : 


(D 4 20)o = 2vo-(01 A S)o — 2(@0S)o+ 
On obtient alors : 
(&020)o = Yo-(E1 A €o)o — 2Yo-: Yo: (E1 À Sol 
mais le dernier terme est nul et donc : 
(80 20)o = Yo: (01 À Cc)o- 
Formons ensuite : 
Yo: (@o)o = Yo: LYo-i(0] Bol — Yo-(L A €0)o 


et, comme le premier terme au second membre est 
nul, on écrit : 


(Qo)o-Yo = (@o €o)o [63] 
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équation générale qui relie simplement l'accélération 
et la projection sur l’axe temporel de la composante 
temporelle du tenseur de rotation. 


VI. — Tenseur de Tetrode 


Le tenseur de Tetrode s’écrit (1) en algèbre vecto- 
rielle et au point O : 


Din) = — v(@s Fo êvs Pols — Postes) Ao 
avec : 

v—=0,1,2,3 et (wo = 1 

(21)o — (v2)o = (&:)o = 0, 


l'indice y: étant toujours de sommation et l'indice S 
signifiant que l’on ne considère que la partie scalaire. 
Nous calculons : 


Toys) = —Y* Lre(0r Po PARA 
d’où : 

Tolvs) = — 'Lra(2u Jo êvs p#? exp FiPols- 
Or: 

GP) Lôu(ef exp #i8)1o+ 6% exp HiBo(2, Ro 
et le crochet de Ti(ys) s’écrit : 


Lou(ef exp — #8) ed” exp Ho 
+ po Ya R)o Ëvs- 
La partie scalaire du dernier terme est nulle 
puisque (2, R), est, d’après l’étude précédente, un 
bivecteur. Il ne reste done que : 


EC )oi + po(— #i) (2 B)oë 


(1) R,BoupET, C. R, Acad, Sc. Paris, 1974, t. 278, série A, p. 1063. 
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et en définitive puisque l’on ne prend que la partie 
scalaire : 


Tolvs) = — #Y" po(ds Bo = — Epo(0] Bo: 


VII. — Valeurs propres de l'énergie 
Montrons que l'équation aux valeurs propres de 
l'énergie s’écrit : 
(0 Ÿ) vive = EF [64] 
Multiplions à droite les deux membres de [64] par 
la matrice unicolonne u déjà utilisée et d’éléments 1, 


0, 0, 0 et tenons compte des relations [44], on 
obtient : 


Go Ÿ) rivau = EFu 
qui s’écrit, avec [45] : 
— i D = ED 
ce qui est bien, pour la fonction d’onde spinorielle ® 


de Dirac, l'équation aux valeurs propres de l’énergie. 
Prenons l'équation [64] au point O : 
(80 Fo v1Y2 = EVo: 

Développons le premier membre en remarquant 
que (@p)o et (28) sont nuls lorsque le système 
physique est dans un état stationnaire, c’est-à-dire 
indépendant du temps, d’où : 


220 R)o = 2Ey2v1 = (Oo)o 
pour les niveaux d'énergie. 
VIII. — Interprétation du $ 


Il est naturel de chercher à déduire de l’équa- 
tion [43] de Dirac une équation où figure la force 
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de Lorentz agissant sur l’électron dans le champ 
extérieur de potentiel A. On prend pour cela les 
gradients des deux membres de l'équation et le 
calcul peut se poursuivre en algèbre vectorielle avec 
la méthode du repère propre fixé. Il serait extrême- 
ment compliqué en mécanique des matrices où il ne 
semble pas d’ailleurs avoir été mené à bien. 

Nous opérons donc sur l'équation [56] que nous 
récrivons en la multipliant à droïte par y172. On 
obtient : 


B = [D 6? S(exp hi) vive 
= meË exp — Hi8[(exp if) Svo — (608 Br) r0$] 
+ epl(A — A9) (exp 358) S. 
Nous notons le second membre C + D avec : 
C = mpÂ{exp —4i8)[(exp 18) Svo— (cos Br) Y0S] 
D = epË(A — A) (exp 4i8) S. 


Nous prenons les gradients des deux membres, 


Et 
nous les multiplions ensuite par (p exp if) * et 
nous passons à la limite en O, c’est-à-dire que nous 
formons : 

(D Bho (exp — #i8)o 05? 

= (0 Co (exp — 4i8)o po 

+ (D D) (exp — #i8)0 po 7 [65] 
Calculons ([] B) en remarquant que, par suite de 


l’associativité de la structure de Clifford, on peut 
écrire : 


OB=0f 6?S(exp #8)] 1% 
= Le" S(exp #i8)] vive 
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avec [F? scalaire de telle sorte que : 


[LP 6ÀS{exp H8)]o = (CIE pe?) (exp 4if) 
—1/468%(CP 8)o exp HiBo + 08 (LT? S) (exp ibo) 
et que, en définitive : 
(E Bo où (exp — 4180) = (CP p47)o po V1 Ya 
— LAC 8) vive + (CP S)ov1 Ye. 


Nous passons maintenant au calcul du second 
membre avec : 


C— m0) 6? exp — 4i8)[(exp 1) Svo 


— (cos Bo) 108] + me exp HiB[(CI exp if) Sy 
+ (exp — i8) (DS) Yo — (cos Bo) v*Yo(2 S)] 
qui se simplifie en O et que l’on écrit alors : 


(D Cho = m(0 6Ÿ exp — #18) i(sin Po) Yo 
+ mel exp HB[(] exp i8)oe 
+ (exp EE 180) ( So Yo La (cos Bo) YA Yo( 2 Sol: 


Nous remarquons que le crochet est pair et que le 
premier terme du second membre s’écrit : 


Em([] p)o 00 ‘(sin Bo) Yo(exp 480) 

+ Empë (0 Pjo (sin Po) vo(exp 180) 
si bien qu’en multipliant à droite par p5 #? exp — +#if 
on obtient : 

(D O)ors **(exp 580)? = Im([] 6) 65 4 (sin Bo) Yo 
+ m0 Bo (sin Bo) ve 
+ m[(O exp i8)o vo + (exp — i80) (C1 S)ovol 
— m(cos!f0) Y*ro(ê: S)o 
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et, en remplaçant ([1 S), à l’aide de [57 bis], il vient : 
Im(D e)o po *i(sin Bo) Yo + #(C1 Bo (sin Bo) Yo 
— mi([3 Bo (exp Bo) Yo 
+ m(exp — if0)[— m(sin Bo) vs + #i(0I B)o 
— 4(0 6)0 65 11 vo — m(cos Bo) Y* Yo(2x S)o 
que, après simplifications, on récrit : 
— m(cos Bo) (CI pJo 60 * Yo 
— Eim(cos Bo) (C1 B)oYo 
— m(exp — if) (sin Po) Y3Yo 
— m(cos Bo) v*Yo(2, S)o- 
Transformons le dernier terme en l’écrivant : 
— m{cos Bo) Y*Yo(2s S)o 
= m(cos Bo) Yo(T] S)o — 2m(c0s Bo) (20 S)o 
= m(cos fo) Yol— m(sin Bo) Ya + 4i(01 Bo 
— 4(0 p)0 65 21 — 2m(c0s Bo) (20 S)o- 
On obtient donc : 
(O3 Cho po (exp — if) 
= — km(cos Bo) 65 T(01 p)o Yo + Yo(L1 P)o] 
— Him(cos Bo) [([ B)o Yo + Yo(E1 Bol 
+ im?(sin Bo) Yavo — 2m(cos Bo) (20 S)o 
= — m(cos Bo) 65 (20 6) — ë(cos Bo) (208)o 
+ im?(sin Bo) Ys Yo — 2m(cos Bo) (20 S)o- 
Il reste à calculer : 


D = Jep (0 6) (A — A) (exp if) S 


+ ep(CI A) (exp 41) S + epŸy#{A — Aj) 
Le, (exp #i8) S] 
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ce qui se simplifie beaucoup au point O où: 
(O Dh 65 (exp — 4if) = e([1 A)o- 
On sait que À étant un potentiel vecteur, 
O.A=0 
et donc [] A est un bivecteur. 

Nous formons alors [65] dont nous connaïssons 
désormais tous les termes, maïs en ne retenant dans 
chaque membre que les bivecteurs. On obtient ainsi 
la relation : 

(EP 84) 68 viva — 1/4(CP Povi va 
+ [EP S)ovi Yels 
= im(sin Bo) va Yo — 2m(cos Bo) (20 S)o + e(C1 A)o 
[66] 
l'indice B désignant la partie bivectorielle du 
crochet. 

D’après l'équation [33], la force de Lorentz au 

point O s’écrit : 
e([1 A)o-Yo- 
Multiplions [66] scalairement à droïte par Yo et 
remarquons que : 
Ya Yo- Yo = YaY1-Yo — 0, 
d’où : 
[CP S)oY1Yel8 Yo 
= — m(cos Bo) (80)o + e(E1 A)o-Yo 
en tenant compte de l'expression déjà écrite de 
Paccélération. 
On constate que la masse propre qui intervient 


explicitement est m cos B, et non m. Âu second 
membre figure : 


e([1 A)o-Yo 
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qui est l’expression de la force de Lorentz, ainsi que 
le produit de cette masse propre, m cos $, par l’accé- 
lération. Or, dans le système propre d’une particule 
l'équation fondamentale de la dynamique relativiste 
n’est pas différente de l’équation de la mécanique de 
Newton puisque la vitesse d’espace est nulle. Si donc 
l’électron suivait la dynamique relativiste de Lorentz 
avec une masse propre m cos 8, le second membre 
serait nul, c’est-à-dire que : 


e(] A)o-Yo — 7 cos Bo(26€0)o + 


Mais le flux de masse propre mpo(cos Bo) & doit être 
conservatif conformément aux exigences de la rela- 
tivité, si bien que sa divergence doit être nulle, ce 
qui exige, compte tenu de [].J, — 0, la condition: 


(@ 8) = 0. 


En annulant le second membre on obtient la 
condition : 


[EP S)oviY2l8 Yo = © 


dont le premier membre « mesure » en quelque sorte 
l'écart entre l’électrodynamique des quanta et celle 
de Lorentz. 

Cette introduction de la masse propre m cos B 
permet d'interpréter l’angle 6 de Takabayasi. En 
effet, l'énergie non potentielle peut varier de m 
(B—= 0)à— m (6 = +) et, en conséquence, 8 mesure 
le mélange des ondes à énergies non potentielles 
positive et négative. Ces ondes à énergies non poten- 
tielles négatives sont liées à des états virtuels, 
inobservables, mais cependant théoriquement indis- 
pensables comme le montre le franchissement d’une 
barrière de potentiel par un électron (effet tunnel), 
ce franchissement s’effectuant dans des conditions 
classiquement impossibles d’énergie non potentielle 


THÉORIE DE DIRAC 93 


négative (paradoxe de Klein). Cependant il est éga- 
lement intéressant d’associer à ces ondes à énergie 
négative les états de l’antiparticule. Des considéra- 
tions générales d’invariance dans un retournement 
de l’axe temporel (1) conduisent en effet à intégrer 
ces énergies négatives non seulement dans des vo- 
lumes positifs comme dans les deux effets précédents 
mais aussi dans des volumes négatifs, ce qui cons- 
titue d’ailleurs une interprétation physique de ces 
volumes. Une telle opération change évidemment 
les signes des intégrales d’espace et en particulier 
les signes de la charge et de la masse propre qui 
deviennent respectivement et et m, correspondant 
ainsi à l’antiparticule, ce qui interprète en toute géné- 
ralité ces solutions à énergie non potentielle négative. 
Remarquons encore que, si Ÿ(m) est une solution 
de (43), Ÿ(— m) vérifie : 
OF mn) = EmY(- 7m) Yo 
+ eAF(— m)] ve vi 


et que, en conséquence, ir — m) vérifie [43]. Ainsi 
l'équation de Dirac associe à toute solution F(m) 
de masse propre m (électron réel, ou observable) 
une solution 1 Ÿ(— m) de masse propre — m (élec- 
iron virtuel, ou non directement observable) de 
telle sorte qu’une solution générale de [43] est un 
mélange d’ondes à énergies non potentielles de 
signes opposés, lorsque les intégrations d’espace 
sont effectuées dans des volumes positifs. En inté- 
grant dans des volumes négatifs on réalise le pas- 
sage au positon de charge —e et de masse m et 
l'équation de Dirac est ainsi relative aussi bien à 
la charge e qu’à la charge —e, ce qui assure son 
invariance dans un retournement de l’axe temporel. 


(1) G. CasANOYA, Renversement du ÉD Centro superiore di 
Logica e Scienze Comparate, Bologne, Italie, 1972. 
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IX. — Diffraction des électrons 


La somme de deux biquaternions (1) étant un 
biquaternion, on peut mettre sous la forme ca- 
nonique : 


Ÿ = (pexp BR 
la somme + Ÿ, où : 


sn NE . 
V= (pLexp PB) Ras Fi (e2 exp 18)? R 


R, R,, R, étant des rotations de Lorentz, p; P1» Pa 
les probabilités propres et @, 8. , 6, les angles corres- 
pondants. Nous ne superposons que des ondes à 
énergies non potentielles positives, ce qui revient à 
choisir 8, —f, — 0 et nous imposons également 
6 = 0 à l’onde résultante. 

Comme R, R, est une rotation de Lorentz, on peut 
poser R,R, = exp —B où B—(9+ip)b avec 
b bivecteur de carré 1 et 6, y réels. Avec les condi- 
tions posées, la relation 


SSL RL + 
fournit les équations : 


+ 
{ p = p1 + pa + 2(p162)° ch 8 cos ? (67] 
0 —sh6 sine 
En général, 0 et sin ® sont différents de 0 et la 
dernière condition n’est pas satisfaite, les conditions 
posées ne sont pas assez restrictives. Imposons aux 
ondes W', et W, d’avoir mêmes énergies, ce qui 


(1) C. R. Acad. Sc. Paris, 1969, t. 268, série À, p. 437. 
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implique en choisissant la base propre de e, comme 
base de référence : 


€ — ep. 


sie, et eç sont les vitesses d’univers au même instant- 
point x pour W, et W,, ce qui revient à dire que R, 
et R, ne diffèrent que par une rotation d’espace. 
En outre, le calcul montre que, dans ce cas, 6 — 0 
si bien que [67] se réduit à la seule condition : 


L 
p = pi + pa + 2(01 P2)° cos p [68] 


qui n’est autre que la formule de la diffraction. 
Soient par exemple les ondes planes mono- 
chromatiques : 


Y, = plu exp iosp.%, 
Y, = plu exp io(p.x + o) 


où w est la différence de phase. Toutes les conditions 
posées sont remplies et [68] n’est autre que la for- 
mule de la diffraction des électrons ainsi démontrée 
à partir de la théorie relativiste de Dirac. 


CuaprrRe IX 
L’ATOME D’HYDROGÈNE 


Nous appelons Uy, le potentiel scalaire produit 
par une charge électrique placée à l’origine des axes 
fixes y, et nous cherchons des solutions de la forme : 


Ÿ = L exp io; Ex 
où L est un biquaternion qui ne dépend que des 
coordonnées d’espace tandis que, d’après l’équa- 
tion [63], E est une valeur propre de l'énergie dans 
un état stationnaire. 
L'équation [43] se récrit : 
OŸ = (mPyo + UvoŸ) cs 
et, après multiplication à gauche par y, à droite 
par exp — io, Exç, sous la forme : 
Yo OL = VL = [myoLyo + (U —E) L] io 
[6°] 
Décomposons L suivant : 


L=M+iN 


où M et N sont des quatérnions et après quelques 
calculs simples l'équation [69] est remplacée par les 
deux équations : 


D a 


VN = (m—E + U) Mo, [70] 
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I. — Solutions planes 


Niveaux d’énergie. — Il existe des solutions 
planes (1), qui s’écrivent simplement en algèbre vec- 
torielle comme en algèbre matricielle, et qui redon- 
nent les valeurs exactes de l’énergie. Il suffit de 
poser : 


M= Gr) rf, N=F(r) r œuf, 


r étant le rayon vecteur dans le plan + — 0, u étant 
le vecteur unitaire, u — 6, cos @ + o,sinçp porté 
par le rayon vecteur et f étant égale à exp ic:jo, 
j étant le nombre quantique interne qui ne prend 
que des valeurs demi-entières positives : 


4, 3/2, 5/2, .… 
En coordonnées polaires (r, o) l’opérateur gradient 
s’écrit : 
V = u d/ôr + v/r 0/8 
avec V— — 0, sin ® + 6, COS @. 


En substituant dans [70] on obtient aisément le 
système différentiel bien connu de Dirac : 


en Gr+(m+E—U)F=0 

dE/dr + (j + 3/2) Fjr —(E — U —m)G=0 
[71] 

Pour résoudre, on utilise la méthode habituelle. 


Comme nous cherchons E positif et inférieur à m, 
on pose : 


m+E—A, m—E=8B? 


(4) C.R. Acad. Sc. Paris, 1970, t. 270, série A, p. 1202. 
G. CASANOVA 4 
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avec À et B positifs. On cherche ensuite des solu- 
tions de la forme : 
F = (exp — ABr) (ao + &r +... 
+ apr +... + ar) rt 
G = (exp — ABr) (bo + bar + 
+ br +... + br) [721 
avec y réel et m entier variant de 1 à p entier, les a 
et b étant réels. En outre, on impose à M et N qui 
sont nulles à l’infini (r — + oo) de l’être aussi à 
l'origine (r = 0). 
Enfin, on pose : 


= — Lee fr — — Zafr, 


Z étant le numéro atomique et « la constante de 
structure fine, peu différente de (137)-1. 
En substituant les développements [72] dans [71] 


on trouve : 
= —1+ VOTE PP 


et des relations de récurrence qui permettent de 
déterminer de proche en proche les a et b à un facteur 
près qui sera ultérieurement précisé par la condition 
de normalisation. On obtient ainsi les niveaux 
d'énergie avec structure fine : 


a Ê D GE rl 


le quantum total étant rn=p+j+t. 

On peut se borner pratiquement aux deux pre- 
miers termes du développement si bien que l’on 
obtient dans l’état fondamental (n = 1, j = À) la 
valeur E(1) de l’énergie donnée par : 


E(1) = RZ?[1 + o?/42Z?] 
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R étant ici la constante de Rydberg sans entraîne- 
ment du noyau. En effet, la théorie suppose la 
charge centrale immobile alors qu’en fait c’est le 
centre de gravité du système noyau-négaton qui 
doit être considéré comme immobile. On dit qu'il y 
a entraînement du noyau et, pour en tenir compte 
approximativement il faut diviser le second membre 
par 1 + 1/1 840 P, si P est le poids atomique. 

Ceci étant, la valeur obtenue en prenant 13,5378 
pour le fondamental E, de l’atome d’hydrogène 
redonne les valeurs de la Table des constantes de 
Bauer et Surdin (G. Villars, Paris, 1942) pour les 
atomes Z — 1 fois ionisés et Z < 10 avec une erreur 
absolue qui n’est jamais supérieure à 0,02 eV, mais 
si l’on prend pour E, la valeur 13,605 eV on obtient 
pour Z— 10 une différence de 6,75 eV, de telle 
sorte que l’on doit en conclure, si l’on admet l’exac- 
titude des formules de Dirac, soit que les valeurs 
expérimentales de la Table citée sont un peu trop 
faibles surtout pour les grandes valeurs de Z, soit 
que cette dernière valeur du fondamental de l’hydro- 
gène est trop forte. 


II. — Grandeurs de champ 


Calculons tout d’abord la probabilité propre pour 
ces solutions planes, soit : 
e exp i8 = VŸ = r(G + iFou)(G—iFoqu) 
= r(G? — F?) 
d'où psinf = 0. Supposons tout d’abord 6 = 0, 
ce qui exige F? < G?, condition d’ailleurs réalisée 
au voisinage de l’origine comme on le voit aisément. 
On peut poser : 


G=(enÈch33, F=(pn?sh}8 
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et le calcul de la vitesse d’univers e, montre que : 
€ = YochD—vyssh 0. 


Il en résulte que la vitesse réduite est en valeur 
absolue égale à | th S| de telle sorte que la condition 
de normalisation dans la base fixe s’écrit comme 
dans le formalisme usuel : 


is f ore* + F2) dr 


ce qui correspond dans cette base fixe à une proba- 
bilité qui ne s’annule jamais. Par contre, dans le 
système propre, on doit discuter les solutions éven- 
tuelles de l’équation G?— F? tout au moins pour 
p positif car ces solutions n’existent pas pour p = 0 
et, pour G?< F? il faut B—7r, mais cette dis- 
cussion est sans influence sur les niveaux d’énergie 
qui ne dépendent pas du $ ainsi que sur la condition 
de normalisation dans la base fixe. 

Le calcul du vecteur spin fait apparaître un spin 
de même sens que le vecteur d’espace. 


III. — Moments cinétiques 


La planéité des solutions précédentes permet de 
calculer le moment cinétique orbital et d'intégrer 
dans tout le plan tout au moins à l’approximation non 
relativiste, c’est-à-dire en négligeant F? devant G? 
et on obtient pour ce moment : 


Rf2r(j + 3) cs. 


Le moment cinétique total se détermine en ajou- 
tant ou en retranchant h/4r suivant le sens du spin 
et on peut quantifier dans l’espace les différentes 
directions possibles des plans orbitaux en considé- 
rant 6, comme une direction distinguée telle que les 
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projections des moments totaux précédents sur 64 
soient encore des multiples entiers de h/2r. On 
obtient la formule de quantification suivante où 
a désigne l’angle du plan avec le plan z— 0 per- 
pendiculaire à o, : 


cos a = m'}(l + 4) [73] 


avec |m'|< j et les deux cas possibles j = l+ 4. 

La discussion de cette formule permet de retrou- 
ver la règle de Stoner ainsi que la formule de Landé 
relative à la variation d’énergie introduite par un 
faible champ magnétique (1). 


IV. — Etats fondamentaux 


La planéité des solutions précédentes permet de 
développer une méthode d’approximation pour cal- 
culer les niveaux fondamentaux des atomes plus 
complexes que celui de l’hydrogène. On définit tout 
d’abord une orbite purement théorique de rayon r 
pour le niveau E et la charge Z'e* du noyau en 
posant : 


E=—Z2E fn? = — 7"4(e-)/2r 


E, étant le fondamental de l'hydrogène. 

Ensuite, comme n égale j + 4 dans l’état fonda- 
mental on suppose que les valeurs 1, 2, ... den 
correspondent aux couches classiques K, ..., et 
comme pour toute valeur de n il n’y a que 2n plans 
distincts quantifiés dans l’espace, nous supposons 
qu’il y a par plans n négatons qui peuvent être 
considérés comme indépendants si chacun d’eux est 
soumis à une charge centrale réduite : 


L'et = (Z— het 


() C.R, Acad. Se, Paris, 1970, t. 271, série A, p, 817, 
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le terme £ correspondant à la composante des forces 
centrales créées par les autres négatons sur le rayon 
vecteur OA, O étant le centre du noyau et À la 
position sur son orbite du négaton considéré, 

Enfin, les forces d'interaction sont minimisées, 
c’est-à-dire que les négatons en interaction deux à 
deux seront chacun supposés sur leurs orbites dans 
les positions les plus éloignées possible. 

Ceci étant, dans le cas des atomes Z — 2 fois 
ionisés, le calcul est très simple car n=1, j = +? 
et donc {—0 ou !=1 de telle sorte que, 
d’après [73], les angles des deux plans avec 6, sont 
respectivement définis par cos & = 1 et cosa — 1/3 
si bien que le coefficient k d'interaction est ici : 


k = 4/6/8 


et l’énergie totale des deux négatons : 
E—2(2— 46/88, [74] 


Or, lorsque l’équation de Schrôdinger de la méca- 
nique ondulatoire est résolue correctement par une 
série d’approximations successives selon la méthode 
d’Hyllerass, on obtient pour de tels systèmes biélec- 
troniques les valeurs expérimentales aux incerti- 
tudes de mesure près et, lorsque l’on se borne à 
utiliser la première approximation de la mécanique 
quantique en approchant la fonction d’onde par un 
produit d’exponentielles dont on minimise l’énergie 
correspondante, on trouve pour l’atome d’hélium 
une énergie de 77 eV qui est un peu inférieure aux 
78,63 eV de l’expérience, en prenant E; — 13,5378. 

En utilisant [74] on obtient immédiatement (1) 
77,69 eV, ce qui est une meilleure approximation 
mais que la méthode employée ne permet pas d’amé- 
liorer. D’une façon plus générale, les principes posés 
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pour calculer ces valeurs approchées des énergies 
fondamentales peuvent être utilisés avec de bons 
résultats pour les atomes Z — 3 fois ou Z— 10 fois 
ionisés. Pour les atomes Z — p fois ionisés (p entier 
avec 3 < p < 10) les résultats sont souvent très 
bons, mais il y a parfois plusieurs configurations 
d'énergies minimales possibles, c’est-à-dire que le 
problème est dégénéré, les valeurs expérimentales 
correspondent la plupart du temps aux moyennes 
des états possibles (1). 

Démontrons la formule [741]. 

Soient, généralement, un négaton À dans le 


Fig. 5 


plan z—0 (fig. 5) et un négaton B dans le 
plan P(cos a) avec OA —OB=7r (longueur). La 


FL à 
force répulsive f sera minimale si BOA =7r—a, 
d’où : 
f = (e-)? 4r°? cos? £a 
et la composante f cos 4a de f suivant OB introduit 


pour B la charge réduite à l’approximation du 
champ central : 


Z'= Z—kys = Z— 1/4 cos ka. 


(1) C.R. Acad. Se. Paris, 1972, t. 275, série B, pp. 58, 121,267, 399. 
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On suppose que la composante de f sur la perpen- 
diculaire à OB est détruite par la stabilité du plan 
de l'orbite. 

Pour les atomes Z — 2 fois ionisés, cos a = 1/3 
et donc : 


Z'=2—1/6/8 
d’où pour l’énergie totale des deux négatons la 
formule [74]. Si nous empruntons à Bauer et Surdin 
les valeurs expérimentales et si nous choisissons 
13,54 pour la valeur du fondamental de l’hydrogène, 
nous formons le tableau suivant où E’ représente la 
valeur expérimentale en électrons-volts : 


Z = 2 (He) E— 71,69 E'= 78,63 
Z = 3 (Li) E— 196,51 E— 197,12 
Z = 4 (Be) E— 36949 E'— 369,74 
Z = 5 (B) E— 596,62 E'— 596,56 
Z = 6 (C) E— 877,92 E'— 877,56 
Z=7(N) E — 1 213,38 E' — 1 212,81 
Z = 8 (0) E — 1 602,99 E’ — 1 602,31 


Dès que p est supérieur à 2, la mécanique quan- 
tique recourt à des méthodes d’approximation (1). 
Montrons comment la méthode précédente fournit 
une solution approchée de façon très simple. 

Pour le négaton C de la couche L, n—2 et 
j—=3/2 d’où cosa—l. Soient done dans le 
plan z—0, les rayons r et R des orbites des 
négatons À et B appartenant à la couche K d’une 
part et, d’autre part, l’orbite du négaton C appar- 
tenant à la couche L. On pose r—ukR, ce qui 
introduit u que l’on se propose de déterminer en 
se rappelant que les rayons sont proportionnels 


s 


à n?/2'. Nous supposons p = 3 


(1) E. U. Conpon et G, H, SHORTLEY, The theory of atomic spectra, 
Cambridge, 1970, 


due 5-2 péderimr 
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L'action de À sur C est alors évidemment mini- 
male lorsque À et G sont diamétralement opposés 
(fig. 6) et le coefficient k4Q est défini par : 


r R 
© 
A (e) Le] 
Fig. 6 
R? ji 


Bac = R+ÿ (+uÿ 
et l’action minimale de C sur À introduit le coeffi- 
cient 
rà u? 
fa REP TE 


On remarque que ces deux interactions ne sont 
pas directement opposées, mais il ne faut pas perdre 
de vue que, comme en mécanique quantique, ces 
orbites ont une signification toute théorique, elles 
ne correspondent pas à des mouvements réels des 
négatons et elles n’existent qu’en tant qu’intermé- 
diaires mathématiques commodes pour apprécier le 
calcul des interactions. 

On pose symétriquement : 


ka = kon et ao = kso 


les deux négatons À et B jouant le même rôle et 
étant de ce fait indiscernables. 
On obtient alors pour déterminer u l’équation : 


*} Cr Ex) TT. 


qui n’admet qu’une seule racine positive inférieure 
à 0,25 pour tout Z. On obtient l'énergie E du seul 
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2 
négaton C en retranchant 2 (z A) de l'énergie 


totale des trois négatons, d’où : 


1 2). 
ni (2x) 
Æ| 
ait VE 
Es ( 8 2ui 
(L+u) (1 + u)f 
en unités E,, et le tableau suivant où E' est toujours 


l’énergie expérimentale donnée par les tables de 
Bauer et Surdin : 


+ 


Z= 3(Li) E= 504 E'— 5,37 
Z= 4(Be) E— 1762 E'— 18,13 
Z= 5(B) E— 3711 E— 37,4 
Z= 6(C) E— 6341 E'— 64,17 
Z= T(N) E— 96,53 E'— 9740 
Z= 8(0) E—13646 E'— 137,42 
Z= 9(F) E—183,12 E— 184,26 
Z=11 (Na) E—296,84 E'— 298,39 


L'’approximation relative est d’autant meilleure 
que Z est plus grand. 

L'application de la méthode précédente se pour- 
suit avec de très bons résultats, en particulier pour 
p=4 etpour p = 10. Alors n = 2, j — 3, d’où 
les valeurs 1 et 2 du nombre quantique L et quatre 
valeurs possibles pour cos a. On dira que l’atome 
est dans l’état normal lorsque les deux électrons de 
la couche L, pour p = 4, sont dans un même plan. 
L’accord est alors très bon sauf pour l’azote quatre 
fois ionisés (Z — 7) et il faut supposer que les deux 
électrons de la couche L sont dans des plans diffé- 
rents, ce qui constitue un cas de dégénérescence. 


D ee Res Mie “raEnimeetannemnent time 


EE 
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V. — Solutions sphériques 


Les fonctions d’onde des solutions planes ne sont 
pas uniformes par suite de la présence du facteur j, 
non entier, dans l’exponentielle. Cette fonction 
d’onde change de signe après une variation de ® 
égale à 2x et ne peut pas être considérée tout à fait 
comme objective n’ayant pas en chaque point de 
l’espace une valeur bien déterminée mais, par 
contre, il résulte de ce simple changement de signe 
que les grandeurs de champ qui ont, elles, un sens 
physique précis, sont bien déterminées comme 
formes quadratiques associées à la fonction d’onde. 
Dans la théorie habituelle de Dirac, l'introduction de 
solutions écrites avec les harmoniques sphériques 
permet de construire une fonction d’onde uniforme 
dans les espaces vectoriels hermitiens, qui sera rem- 
placée en algèbre vectorielle par une fonction d’onde 
écrite avec un biquaternion dans l’espace-temps 
réel (1). 

Les deux équations [65] étant toujours valables, 
on pose : 


M=G{r) Sos, N=F(r)P avec S = nP, 
r étant ici dans ce problème à symétrie sphérique le 
rayon vecteur et P étant une fonction du vecteur 


unitaire n suivant ce rayon vecteur et que l’on écrira 
en conséquence : 


n = 6, cos 0 + usin 0 
ce qui introduit, à côté de la longitude w déjà écrite 


en définissant u au début de ce chapitre, la cola- 
titude 0. 


@) R.Bouper, C.R. Acad. Sc, Paris, 1974, t. 278, série A, p. 1064. 
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On obtient, en substituant dans [70], le système 
différentiel [71] de Dirac et les solutions : 


S = (Co; + Du) exp io,mp 


où m est un entier algébrique et où C et D s’expri- 
ment à l’aide des fonctions de Legendre par : 


C = wP}(cos 0), D = P#+1(cos 6) 


si l'est un entier positif ou nul. De plus, on doit avoir : 
Im|<1 et o—1—m 
ou 


©o—=—(l+m+1) 


les polynômes de Legendre P, de la variable x étant 
définis à un facteur près par : 


Py(x) = d'(1 — 2)/dx 
et les fonctions de Legendre P? par : 
Py(x) = (1— 22) 2" an P(x)/du 


ce facteur étant en définitive déterminé par la condi- 
tion de normalisation dans la base fixe, condition 
qui a été déjà écrite. 

Le calcul de l’angle 8 montre que cet angle est 
de l’ordre de la vitesse réduite de telle sorte que, à 
l’approximation non relativiste, la masse est partout 
m et non m cos f, résultat d’ailleurs sans influence 
sur les valeurs propres de l’énergie qui ne dépendent 
pas de £. 

Ainsi l’algèbre vectorielle permet de résoudre les 
problèmes de la théorie de Dirac en restant plus près 
du sens physique des solutions. 


De 


CHAPITRE X 


THÉORIE RELATIVISTE 
DU NUCLÉON 


Le nucléon est considéré comme une particule 
pouvant du point de vue de la charge se présenter 
comme un proton de charge 1 (e*— 1) ou comme 
un neutron de charge nulle. Ceci suppose que l’on 
confonde les masses très voisines du proton et du 
neutron à l’aide d’une même valeur m de la masse 
propre. Ce nucléon est soumis à la fois au champ 
électromagnétique extérieur défini par un poten- 
tiel À et à un champ pionique qui s’exerce sur lui par 
l'intermédiaire de pions virtuels qui peuvent être 
absorbés puis aussitôt émis ou inversement, de telle 
sorte que les variations du champ pionique impli- 
quent les variations de la charge. 

Nous écrirons notre équation d’onde du nucléon 
dans une base propre sous la forme : 


B = [mBYo + e(cos 4 6) 

A (exp kio10) B]y2v: —gBpi [15] 
où B est un biquaternion, 0 un angle, g la constante 
de couplage, p—=p"ys, u= (12,3), le champ 
pionique et P— 63POgs € — €*. 

Si B est une solution, on pose : 


B = (exp — kio,0) P 
ce qui définit P que l’on peut toujours écrire : 
P= (p exp ip)? R, 


les lettres ayant leur signification précédente. 
Comme 6, = ÿ1Y0 est un vecteur d'espace, on voit 
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que la rotation définie par exp — 4i, 0 ne modifie 
pas Yo et c1. Nous définissons toujours le courant J, 
et le spin J, à l’aide de la définition plus générale des 


a 


J, = pe, = pRy,R. 


Montrons que [75] est invariante dans une trans- 
formation R; de Lorentz quelconque mais fixée. 
Remplaçons B par B’R, dans [75] et multiplions 


par R; à droite. Il vient pour B' l’équation [75] où 
les y, sont remplacés par y, = R;y, R, et p par 


P'=R;pR; qui montre que les composantes inva- 
riantes du champ pionique doivent avoir une signi- 
fication physique. 

Il n’y a pas d’invariance de jauge en général mais 
la transformation B'— B exp io,S où le scalaire à 
est constant induit, si l’on pose : 


p'=exp—io, pexpio;5, 


une rotation du champ pionique de 2 S autour de 64 
dans l’espace propre et les grandeurs de champ 
seront définies sous cette invariance. On remarque 
que l'équation du nucléon généralise l’équation de 
Dirac à laquelle elle se réduit en l’absence de champ 
pionique si, en outre, on annule l’angle 6, mais il est 
nécessaire de recourir à l’algèbre vectorielle pour 
écrire cette équation relativiste du nucléon car on 
ne peut lui appliquer la transformation du cha- 
pitre VIII qui nous a permis de passer de la forme 


vectorielle de l'équation de Dirac à sa forme ma- 
tricielle. 


I. — Isovecteurs 


Nous définissons les isovecteurs I, par : 


e 


1, = By,B = (exp — Xi, 0) J, (exp 401,6). 
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Ils se déduisent des J, par la rotation (o,, 6), Jo et 
J, restant invariants (= Jos LL = Ji). On ap- 
pelle I, l’isospin et les Î, forment une base de l’iso- 
espace qui n’est pas ici comme d'usage un espace 
abstrait puisqu'il se confond avec l’espace propre 
défini par la rotation de Lorentz R. : 

Nous allons calculer les divergences des isovec- 
teurs à l’aide de la méthode de la base propre fixée 
mais, auparavant, nous déterminons la divergence 
de 1, = JQ dans le cas plus général où le vecteur G1 
est remplacé dans [75] par un vecteur 6 del espace 
propre si bien que l'équation [75] est remplacée par 
l’équation : 

O1 B = [mBys + e(cos 40) À 
(exp 4100) Blyavi —gBpi [15 bis] 
On pose alors : 


B = (exp — kiot) P 


avec toujours pour P de façon univoque : 


P— (pexp if)?R, 


les lettres ayant leurs significations habituelles. Les 
isovecteurs I, sont toujours définis par : 


I, = By,B 
et, comme 6 est un vecteur d’espace par hypothèse : 
L= Jo 


de telle sorte que : 
(O:J0)o = (D-To)o- 


Il nous faut donc chercher à quelle condition sur © 
la divergence des vecteurs courants peut être nulle, 
puisqu'il est nécessaire qu'il en soit ainsi pour que 
la condition de normalisation soit conservée. 
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On pose : 
Jo = To = By0B = Poëo 
donc : 


, = (exp — kict) Ry,À exp #ioû 
c’est-à-dire : 

à = Or Q 
en posant : 

Q = (exp — ;ioû) R. 

Or la base des isovecteurs est une base propre 

puisque la vitesse d’espace, qui est nulle dans la base 
propre d’espace des vecteurs J, , est nulle en consé- 


quence dans toutes les bases de l’espace propre. Nous 
prenons donc Q, = 1 et en conséquence : 


(O-io)o = 20: (01: Je 


puisque (2, Q), est un bivecteur, Q étant une rota- 
tion de Lorentz. Or : 

À 

2 


B = (p exp if) Q 


et donc : 


OB=3(De) 6 X(exp #i) Q 
— Hip} (0) 8) (exp 4i8) Q 
+ pÉexp — 4i8) (D ©) 


d’où à l’origine : 
(E Bh = #(01 pJo po (exp 4180) 
— kieÿ”(0 Bo (exp #i80) 
+ p8*(exp — if) (OI Qho- 


Calculons maintenant ([] B), à partir de [75 bis], 
soit : 


f 
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(GB) = [mBoyo + e(cos 300) Ao 84 
(exp 5 100) Bo] Y2Y1 — 8Bo Pot 
= mpÿ"(exp #80) YoY2Y1 
+ epl{eos 40) Ad(exp died) (exp À 8) var: 
— 88” Polexp — #ifo)i. 
On élimine ([] B), entre ces deux résultats et on 


RS ee è 
multiplie à droite par exp — 5 Bo en tenant compte 


du fait que ([] Q), est impair. On obtient : 

Po Po + p9*(01 Bo à + 264 *(01 Qh 
= 2mp6°(exp if) Yo Ya Y1 
+ 2ep5/”(cos 40) As(exp 4i60ç) Yavi 
— 2806” Po(exp — ifo)i. 

Nous calculons ([].Q), en séparant la partie vec- 
torielle, d’où : 
(0 b)o 66 * + 2(0-Qh À 

= — 2m; sin 5 — 28Po Sin Bo 
+ [2e cos 10,À9 exp 4i60çYeYilv 
l'indice V indiquant que l’on ne considère que la 
partie vectorielle du crochet. Pour calculer ce der- 
nier on décompose 6 sur la base propre des vecteurs 
courants (01, 62; 63), d’où : 
oc = 5h01 + sSêos + sos. 
On obtient : 
[2e(cos? 305) As vai 
— e(sin O5) A(5 6103 + 560203 + sÿ)]y 
= 2e cos! 40(A1Y2 — A3v1) — (sin 05) Aosè 
— e(sin 0) Atskys + e(sin 0) Aÿ+68 
— e(sin 05) Afsèys + e sin 6, AËs?ye. 
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Or : 
(G-lo)o = Yo (01 9)o + P0(E1-0)o > 
d’où : 


= Yo-(0 p)o + 2600 (C1: Qo 
et, en définitive : 


(© 6)o 60 ‘Yo + 2Yo-(01 Qh 


= — e(sin 66) Yo-S A0: 


d’où : 
(O:Io)o = — e(sin 65) ASS. 

La condition sÿ — 0 est donc nécessaire et suffi- 

0 

sante pour que : 
(0:16)0 = 0 
quel que soit le potentiel A. Ceci nécessite le choix 
d’un vecteur 6 orthogonal au spin 6, et c’est pour- 


quoi on a choisi «6 — 6, dans l'équation du nucléon. 
On aurait pu choisir un peu plus généralement : 
peup 


6 = 61 COS @ + 62 sin p 


et introduire de ce fait une décomposition de B sui- 
vant trois composantes, ce qui permettrait d’écrire 
une équation relativiste pour les triplets Z de fer- 
mions baryoniques de spin 4. Nous conservons pour 
le nucléon le choix 6 — 6, qui implique comme on 
vient de le voir la conservation de la condition de 
normalisation. 

Nous calculons maintenant les divergences des 
autres isovecteurs en remplaçant 6 par 6,, c’est-à- 
dire en revenant à l’équation [75]. Donc : 


ï, = (exp — #io,0) Ry,R exp £io,0 = Qx.Ÿ- 
En prenant Q, = 1, on obtient : 


(Go)o = Yu bo = Gi 
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et (Dio=2%.(C.Q puisque (2,0) est un 
bivecteur, Q étant une rotation de Lorentz. 

Nous calculons ([].Q), en remplaçant dans le 
résultat précédent © par 0, d’où : 
(Q p)o e6 * + 2(C1.0)o 
= — 2mys(sin Bo) — 28p0 sin Po 
+ [Ze(cos 460) As(exp 40: 00) vavilv 
= — 2mys(sin 65) — 2gp5 sin Bo 
+ 2e cos? 405(A5Y2Y1)v 


+ e(sin 05) (Aov1Ys)v 


d’où en définitive : 

(© 6) 60? + 2(01:Q) 
= — 2my;(sin Bo) — 2gpo sin Bo 
+ 2e cos? 4 0,(A5 Ya — Aÿy1) 
+ e(sin 05) (A$Y1 — Aÿ ya). 

En remarquant que : 

(0.1) = Yy-( 1 p)o + pol Jo» 


d’où 


(O1) = Ya (O p)o + 2J,.(0-Qo 
on obtient : 
OL) = (Lo: 2mys(sin Bo) 
— 28po(sin fo) + 2e(cos? 400) (AïY2 — A1) 
+ e(sin 60) (AËY1 — Aÿvs)]. 
On rappelle que : 
Po = PÈY: + PÉYa — PB Ys = 3 PO3s 
d’où : 
(Oo = 280 3 sin Bo + 2epo(cos? 404) A$ 
— epp(sin 0,) Aÿ 
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(O:L)o = 2860 P6 sin Bo — 2epo{cos? 365) +. 


(0:15) = 2mpo(sin Bo) — 2860 P8 Sin Bo 
+ epo(sin 05) A5. 


II. — Champ pionique 


Nous allons déterminer le champ pionique et jus- 
tifier [75] en supposant que les pions chargés 
agissent sur le nucléon lorsqu'ils se trouvent à une 
distance inférieure ou égale au rayon d’action de 
H. Yukawa pour le pion. Etant données les faibles 
distances mises en jeu par les particules interagis- 
santes ainsi supposées localisées dans l’espace- 
temps, on peut utiliser les équations locales. Posons : 


B =B*++B!, 


avec 
Be oo (exp LA 3) B, 
2 2 0 
B° = — io, sin 3 (exp ici 2) B 


B+ et B° étant respectivement associés au proton et 
au neutron. Comme les masses m{n) et m{p) du 
neutron et du proton sont en réalité un peu diffé- 
rentes, nous poserons : 
m(p) = m(n) + Ôm. 

Ecrivons les équations de Dirac du proton et du 
neutron : 
O1B+ = [(m(n) + 5m) B+ yo + eAB*] is, 
[1 B° = mn) B° y, ios. 
Ajoutons ces deux équations. On obtient : 
B = [m(n) B + (8m) B*] yo is + eAB* io. 
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Or, dans l’isobase de O, cette équation coïncide 
en O avec [75] si l’on pose : 


Po = 0, gp# = (m) cos $e sin . 
gpl = — (3m) cost À, 
: En effet, puisque B, = (poexp if)/?, on peut 
écrire : 


(Po exp 180)-12 (5m) Bé Yo io, 
8 
= — (5m) cos 2 (ex ici si) Ysi 
que l’on identifie alors avec : 
— (Po exp io) 2 8Bo Poi 
= — 8(P5 V1 + PÉ Ya — PB Ya) à 


\ Il reste à déterminer $m, ce qui sera fait au cha- 
pitre suivant. Ainsi l’équation [75] qui permet de 
préciser le champ pionique est-elle en définitive 
satisfaisante et préférable à l'équation du nucléon 
un peu différente que nous avions tout d’abord 
proposée (1). 


III. — Charge du nucléon 


Comme B+ est associé au proton, la charge du 
nucléon est (B+B+),, c’est-à-dire : 
il 1 + cos 
q = cos? 3 G = 5280 


en prenant et = l et p, = 1, ce qui suppose que 
l’on observe effectivement un nucléon en O tandis 


(1) C.R,. Acad. Sc. Paris, 1975, t. 280, série A, p. 1321, 
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que 9 = 0 car il est facile de voir que B a ici la 
même signification qu’en théorie de Dirac. Donc 
g = 0 pour le neutron qui est associé à : 


8 =7x (B$ = 0) 
et 6, =0 pour le proton (g=1 et Bÿ = 0), 


tandis que la partie fixe 5 correspond au nombre 
baryonique 1. 
Enfin, d’après l’expression précédente du champ 
pionique, on déduit de : 
1 2 
85 & = 7. 


la charge : 
Fe (pi 
(pd? + (pd 
en fonction des composantes du champ pionique. 
IV. — Doublet E 
La décomposition de B qui a été utilisée est un 


peu arbitraire et nous aurions pu tout aussi bien 
poser pour décomposer B : 


9 0 . 0 

D cos — PRE rt nt = 

B° = cos 5 (exp io :) B, B ici sin > 
(exp 101 !) B 


et la charge eût été : 
g = + sin? 16, 
avec 06, = 0 pour le baryon et 0, = x pour le 


baryon & chargé, ce doublet vérifiant l'équation [75] 
où 0 a été changé en 0 + 7. 
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Définissons maintenant l’étrangeté S du dou- 
blet & comme le double de la différence des charges 
et postulons qu’elle est indépendante de 6. D’où : 


S = 2(g — q) = 2(+ sin? 40 — cos? 46). 
On voit que le signe moins convient seul au second 


membre et donc que HE —#Æ7, d’où S——2, ce 
qui est bien le résultat attendu (1). 


V. — Moments magnétiques 


La théorie ne rend pas compte des longueurs 
différentes des moments magnétiques car une rota- 
tion d’espace est une isométrie. Par contre, confor- 
mément à l'expérience elle rend compte de leurs 
signes. En effet, ces moments sont donnés, si l’on 
néglige le coefficient numérique de Bohr, par : 


poexp if) exp — #61 0) v1 Ya(exp #ic1 80) 
Pour un proton effectivement observé : 
fo = 1; Bo—=0 et 0,—0 donc g—=et 
et son moment magnétique est : 
Y1Y2° 
Pour un neutron effectivement observé : 
Po—l Bo—0 et 06—=7 done qg—0 
et son moment magnétique est : 
lile 
directement opposé à celui du proton conformément 


RE 
à l'expérience. 


(1) T. Kama, Les particules élémentaires, Presses Universitaires 
de France, « Que sais-je ? », n° 1293. 
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Pour un antiproton effectivement observé : 
fo = l Bo—=T %—=0 donc g=e 
et son moment magnétique est : 
TAer 
Enfin, pour un antineutron effectivement observé: 
to = B—=T% OT donc g—0 
et son moment magnétique est : 
Y1Ye 


conformément à l'expérience, les antiparticules 
ayant leurs moments directement opposés aux mo- 
ments des particules. 


VI. — Masses 


L'expérience montre que m(p) < mn). Or m(p) 
correspond à la partie scalaire du quaternion 


exp — 7 10 et mn) à sa partie vectorielle. Si 


l’on conserve cette règle pour le doublet E on doit 
alors écrire : 


m(E) < m(E-) 


puisque m(E°) correspond alors à la partie scalaire 
du même quaternion et m(E-) à sa partie vectorielle. 
Ce résultat est aussi en accord avec l’expérience 
et nous dirons que cette décomposition du quater- 
nion fournit une règle des signes pour les différences 
de masse dans les doublets, que nous généraliserons 
au chapitre suivant à tous les doublets conjugués. 


CxapiTRe XI 


EXISTENCE ET CLASSIFICATION 
DES PARTICULES FONDAMENTALES 


Nous généralisons à toutes les particules l’idée que 
la fonction d’onde est toujours un biquaternion, 
comme pour l’électron ou le nucléon. On peut en 
effet fusionner deux électrons de charges opposées 
pour créer un photon ayant encore un biquaternion 
comme fonction d’onde. Dès lors en posant comme 
précédemment : 


WF = (exp — }iot) P 


où 6 est un vecteur d'espace, on écrit P d’une seule 
façon : 


P= (pexpi)ÈR. 


ce qui définit un espace propre B, à partir d’une 
base {y,} par application à cette base de la rota- 
tion R. La base propre déduite de B, par la rota- 
tion (oc, Ô) est appelée isobase et ses vecteurs {i,} 


déduits des e,— Ry,R sont appelés les isovec- 
teurs, I,=— più étant la direction d'isospin et 
I, = pis = pes la vitesse d’univers. 

Ceci étant on remarque que si l’on remplace dans 
l'équation [75] du nucléon 6; par 6, la condition 


(:J5)o = 0 
n’est conservée que si l’on suppose o perpendiculaire 
à 63. Il est donc naturel d'intégrer cette condition à 


notre théorie et de supposer que o peut se décompo- 
ser sur la base propre B, suivant : 


6 = 64 COs + 6, sin [T6] 
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et le quaternion exp—+}ioô en trois fonctions 
orthogonales : 

cos 40, ic,coso sin 40, io,sinpsini0 [77] 
le carré du module de chaque composante étant égal 
à la probabilité de présence d’une charge (— 1, 0, 1) 
après multiplication par la probabilité, de telle sorte 
que la charge E,(k) d’un mélange de k particules 
différemment chargées est q=—f(0,) J’applica- 
tion f étant surjective sur le segment [— 1, +1] 
et l'angle B étant nul, ce qui suppose l’absence 
. d’antiparticule ou de particule virtuelle. 

En utilisant cette décomposition nous allons déve- 
lopper une classification fondée sur la seule considé- 
ration de trois nombres entiers, la charge qui peut 
prendre les valeurs — 1, 0 ou 1, le nombre baryo- 
nique N qui peut être égal à 0 ou 1 pour la particule 
et l’étrangeté S, nombre entier que nous supposons 
négatif pour toutes les particules qui ont un conju- 
gué non étrange et positif lorsque ce conjugué 
n'existe pas. Etant donnée la signification de cos 8 
en théorie de Dirac comme en théorie du nucléon, 
nous dirons qu’à toute particule (q, N, S) correspond 
une antiparticule (— q, —N, —S), la masse et le 
spin n’intervenant pas de façon systématique dans 
cette classification contrairement à ce qui peut 
survenir dans des classifications plus fines. 

Existence et classification des particules fonda- 
mentales reposent alors sur le principe suivant : 

Pour tout k<3, il existe au moins un mé- 
lange E,(k) non étrange (S — 0) de particules et un 
mélange Eu(k) conjugué de particules d’étrangeté 5’, 
de charge q' telle que 

d = (— EN) + EN +38 (re 
si Net N° sont les nombres baryoniques de E{k) et 
de E,(k). 
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I. — Triplets 


Il est clair qu’il ne peut exister de quadruplet. 
Si E,(k) est un triplet non étrange il ne peut être ba- 
ryonique car, dans ce cas, E,(k) conjugué vérifierait : 

d=g—i+iN +3 [79] 

Comme q et q’ sont surjectives sur [— 1, + 1] et 
qu’elles doivent d’après [78] différer d’une constante, 
on doit avoir : 

N'+5=1. 


Si N’ était égal à 1, alors S’ serait égal à zéro 
et E,(k) ne serait pas étrange. Si N' était égal à 
zéro, alors S’ serait égal à 1 et ne serait pas négatif. 
Donc E,(3) est non baryonique (N —S—0) et 
unique puisque tout autre triplet non étrange ne 
différerait ni par l’ensemble des charges ni par N ou 
par S. Nous identifions ce triplet avec celui des 
pions IT qui coïncident avec leurs antiparticules 
puisque N=S— 0. 

À ce triplet non baryonique et non étrange il 
correspond d’après le principe posé un triplet 
étrange E,(3) avec qg—g" puisque N'+5$" est 
constant, donc N’+S’— 0 et, d’une seule façon, 
N'=1, S——1. On identifie ce triplet avec le 
triplet baryonique X et ses éléments sont distincts 
a. antiparticules car pour elles N'——1 et 

aile 
IT. — Doublets 


Nous prenons ® — 0 dans [76] et done 6 — 61, 
d’où la décomposition : 


cos 40, io, sin 40 
associée à la charge : 


q = cos? 40 — 1(1 + cos 6) 
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pour le doublet (0, 1) identifié, puisque N = 1 et 
S—0, avec le nucléon, tandis que le doublet 
étrange conjugué Æ° et E7, également baryonique 
(N’ = 1), a une charge définie selon [78] par : 


g = — sint 40 — (cos? 40 — 4) + 3435 
c'est-à-dire S’ = —2. 


Il résulte également de [78] que le doublet (0, — 1) 
non étrange ne peut exister puisqu'il serait conjugué 
d’un doublet étrange tel que : 

sin? 40 — — cos? 10 — IN + N° +53S 


ce qui, quels que soient N et N’, impliquerait S’ 
positif qui ne convient pas pour une particule. 

Enfin le doublet (0, 1) non étrange et qui existe 
baryonique en tant que nucléon ne peut exister non 
baryonique car sa charge + cos 0 n’atteindrait jamais 
1 mais son conjugué étrange non baryonique (0, — 1) 
existe car : 


4 cos 0 + 4S' — — sin? 10 — — 4 + } cos Ô 


implique S’ — — 1 et, de ce fait, on l’identifie avec 
le doublet d’antiparticules K° et K—, tandis que les 
particules, distinctes puisque pour elles N — 0, 
$ — 1, sont identifiées avec K° et K+. Ce sont les 
mésons et il faut noter que ceci est en accord avec 
les notations habituelles (1). 

Il reste encore à examiner le couple (— 1, + 1), 
toujours réalisé avec une particule et son antipar- 
ticule, mais ce n’est pas vraiment un doublet car 
deux cas sont possibles. Ou bien la fusion particule- 
antiparticule peut se produire car les nombres N et S 
sont ceux d’un triplet et le couple appartient en fait 


(1) T. KamaN, Les particules élémentaires, Presses Universitaires 
de France, « Que sais-je ? +, n° 1293. 
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à un triplet, ou bien la fusion est impossible car ces 
nombres N et $ ne sont pas ceux d’un triplet et le 
couple est un mélange de deux singulets. 


III. — Singulets 


On veut prolonger [78] aux leptons et au photon 
auxquels on attribuera un nombre N toujours nul 
et une étrangeté S, mais ici N et S n’auront plus 
leur signification physique habituelle et seront sim- 
plement utilisés tout à fait théoriquement comme 
de simples indices mathématiques. Il n’existe pas 
de singulet de charge puisque toute charge peut 
être couplée avec la charge opposée de son anti- 
particule et nous devons nous référer à la discussion 
précédente. Ce doublet appartient à un triplet si 
la fusion est possible mais, comme l’élément neutre 
du point de vue de la charge est à la fois particule 
et antiparticule il faut N —0 et S—0, si bien 
que ce triplet est le seul possible, à la fois triplet de 
particules et triplet d’antiparticules. Il est en outre 
distinct du triplet des pions dont l’élément neutre 
nest pas obtenu par fusion et on l’identifiera avec le 
triplet de charge électrons, photon. 

En conséquence le seul singulet qui peut et doit 
exister d’après le principe posé correspond à : 


et nous l’appellerons neutrino v. Il est distinct du 
photon car il n’est pas obtenu par fusion et on appel- 
lera leptons en dehors des électrons et de v tous les 
conjugués de v d'indice N° nul. D’où les résultats 
de la discussion : 


a) q’ = 0 et donc N’+S—0 qui implique 
N'=1 et S’——1. On obtient ainsi la par- 


1 


126 L'ALGÈBRE VECTORIELLE 


ticule A° tandis que N°=—1 et S'= 1 cor- 
respondent à l’antiparticule A. hi 

b) g = —1 et done N'°+ S’ — — 2 qui implique 
N'—1 et S——3. On obtient ainsi la par- 
ticule Q- tandis que N’'— 0 et S’——2 cor- 
respondent au muon négatif w qui est donc un 
lepton. ! 

c) g = 1 et done N°+5S’—2, d’où les antipar- 
ticules Or et p*. 


La solution N'—1, S’—1 du c), comme la 
solution N'—-—1, S — — 1 du b), ne peut être 
retenue, la particule (N° — 1) ayant une étran- 
geté S' égale à L et donc positive. see 

Remarquons enfin que, étant donné leurs indices N 
et S, on ne peut fusionner les muons d’une part et 
les Q d’autre part, qui sont conjugués du seul 
neutrino. 


IV. — Isospin 


La rotation (6, 0) détermine la direction de l’iso- 
spin mais non en toute généralité sa longueur I que 
nous définirons en unités h/2x par : 


I—qg—iN—}s [80] 


ce qui assure la validité de la formule de Gell-Mann 
et K. Nishijima qui n’est autre que cette égalité [80] 
pour les hadrons, c’est-à-dire pour les mésons et les 
baryons, mais que nous étendons ici aux leptons et 
au photon. Pour chaque k-uplet de particules on 
peut calculer I puisque N et $ ont été déterminés. 
On remarque que deux k-uplets conjugués, définis 
par [78], sont précisément deux k-uplets qui ont 
même isospin. 

En conclusion nous pouvons constater que nous 
avons classé toutes les particules fondamentales con- 
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nues et elles seules en utilisant la décomposition d’un 
quaternion définissant en algèbre d’espace-temps les 
isovecteurs à partir des vecteurs de la base propre. 


V. — Différences de masse dans les multiplets 


En utilisant l’équation locale du nucléon et la 
classification des particules qu’il a proposées, l’au- 
teur a pu expliquer (1) les différences de masse 
dans les multiplets entre les particules chargées et 
la particule neutre, en bon accord avec l'expérience. 
En supposant que le champ pionique agit à une 
distance r égale au rayon d'action de H. Yukawa 
pris égal à : 

0,81h/2rxcu 


où u, est la masse des pions chargés, on obtient pour 
le nucléon une différence de masse de valeur absolue 
doro,s1 Où & est la constante de structure fine, c’est- 
à-dire 9.105 ps. 

Pour les multiplets des hypérons E et Z et pour 
les multiplets des mésons (pions et kaons) on rem- 
place le champ pionique par le champ kaonique 
et donc u, par 3,5 m9, masse des kaons chargés, et 
l’on obtient : 


3,15.10-2 y, 


comme différence de masse, mais il faut déterminer 
les signes de ces différences et pour cela utiliser 
la classification précédente et la règle des signes 
affirmant que deux doublets conjugués ont des 
différences de masse de signes contraires. 

Tous ces résultats sont en bon accord avec 
l'expérience. 


(1) G. Casanova, C. R. Acad. Sc., série A, t. 282, p. 349, 1976, 
et t. 282, p. 665, 1976. 


— J. of Math. Physics, New York, 1967, vol. 8, n° 4; et 1975, 
vol. 16, n° 3. 


P. Qurcicmni, C. R. Acad. Se. Paris, 1971, t. 273, série B, p. 1408 
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